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第 一 章 


Banach 空间 与 Banach 代数 


算 子 函数 论 研 究 在 一 般 摧 象 空间 中 取 值 的 解析 函数 的 重要 性 
质 ， 和 作为 其 基础 ， 熟 悉 和 掌握 一 般 Banach 空间 和 Banach 代数 的 
基本 知识 是 十 分 必要 的 .这 些 基 本 知识 在 每 一 本 泛 函 分 析 教 程 中 
都 是 可 以 找到 的 .为 了 方便 读者 ， 这 里 将 罗列 某 些 结果 而 不 予 证 
明 . 它们 包括 了 关于 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 的 基本 定理 , 关 
于 一 般 拓扑 向 量 空间 上 紧 凸 集 的 Krein-Milman 定理 ， 以 及 与 算 
子 谱 理论 直接 有 关 的 Banach 代数 的 重要 性 质 . 特别 地 , 我 们 还 将 
介绍 在 Banach 空间 中 可 值 的 解析 函数 的 森 些 基本 知识 . 如 果 读 者 
掌握 了 本 章 介绍 的 内 容 ， 对 于 阅读 以 下 儿童 在 预备 知识 方面 就 不 
会 有 太 大 的 困难 . 


$ 1.1 


Banach 空间 的 基本 定理 


以 多 表 一 标量 域 , 如 实数 域 R 或 复数 域 C, BAY 都 是 任 
意 的 点 集 , TAMAS 到 多 PHBH CRP), ACH, BCY, ig 
TCA) = {y y = Tr, z € A}, 
TOCB) = {ry y= Tr, y€ B}. 
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称 荆 CA) 为 集合 和 4 的 像 ,T7148) 鸭 集合 B 的 原 像 . Hh 是 线 
性 空间 ,了 ,人 一 多 为 映射 : 我们 说 荆 在 zo€ 骂 ?连续 ;如 果 对 于 
FEM ER xn e xo W Terr Taa T 在 党 上 连续 ;如 果 了 在 
K 的 每 一 点 都 连续 :了 为 线性 的 ,如 果 对 于 Y nor E 党 ,都 有 
T (ax, + pr) = eT x, + BT x, la p ED) FRY YO ART A 
K 上 的 线性 泛 函 .对 于 线性 赋 范 空间 Z MSY KREALT: 
溉 一 多 是 有 界 的 :如 果 对 于 A 中 的 任 一 有 界 集 4,7 (4) 是 铬 
中 的 有 界 集 

应 上 述 基 本 概念 ,我 们 容易 得 到 如 下 玫 个 等 价 条 件 , 其 证 明 可 
参见 [20],L45],L71j,[L79j. 

定理 1.11 设 品 ,多 PRERE T; A 一 多 是 线性 
算 子 , 则 下 列 诸 条 件 等 价 ， | 

(1) THEA 的 某 一 点 xo RS: 

(2) TER tee: . 

(3) 了 是 有 界 算 子 ; 

4) TES BE -ANAASRAAR RMT EA 

的 单位 球 肉 有 界 ; 

(5) 存在 we>0, 成 立 着 

| Tz | Saia i Y xER). 

车 Tf 是 爸 EWR. FH SE, MA EER 
还 等 价 于 

6) ND ER; fly 2 PRA: 

(7) NOREA PRE - l 

在 以 后 的 讨论 中 我 从 不仅 要 考虑 单个 的 有 界 算 子 ,而 且 更 要 
考 虚 有 界 算 子 族 . 在 下 面 的 讨论 中 我 们 设 SY 为 线性 赋 范 空 
ER B® WBA AY 的 有 界线 性 算 子 族 . 如 果 像 定义 . 
函数 空间 的 线性 运算 那样 来 定义 B( 名 ,多 ) 中 的 加 法 与 数 莱 的 运 
QB? MBRRESHM. YP % Hid BORA 
BLÆ). 
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定理 1.1.2 对 于 每 小 了 EB(C 字 ,多 ), 邻 
IPI = Sue, ll Tx ||. 

M+ 站 是 五 (2 ,多 ) 上 的 范 数 ,并 且 著 名 Æ Banach 空间 , 则 
BCS’, & ite Banach 空间 ， 

下 述 诸 定理 在 泛 函 分 析 理 论 中 都 是 基本 的 : 即 共鸣 定理 、 开 映 
射 定 理 , 闭 图 像 定 理 ,Hahn-Banach ERY RRS. 由 
于 这 些 定理 在 一 般 汪 一 分 析 书 中 均 有 详细 的 论述 ,在 此 我们 只 将 
其 缚 果 列 出 ,不 加 证 时 . 

定理 1. 1. 3 共鸣 定理 ) 度 光 ,多 BRER E, TAC 
ACRE YB RAARER ST . WIT ACA RMA 
的 当 且 仅 当 它 在 Z 的 基 个 第 二 纲 集 E 上 点 点 有 界 ， 

特别 地 ,在 Banach 空间 2A FA RAR RRS RITA 
EACH HO) BBR FH - 

| FA tee se A BF AY Banach-Steinhaus 定理 . 

定理 1.1.4 PIT.) Banach 空间 A 到 线性 赋 范 空间 多 
中 的 一 列 有 界线 性 算 子 . 若 对 于 每 个 <E 所 liT 存在 ; 则 有 
TE BCD 2) 使 得 Tz 一 limTr, 并 且 | T {| Slim || T. I- 


AY HREM SA. PHY 为 线性 算 子 ， 若 工 将 
A 中 的 每 个 开 集 映射 为 多 中 的 开 集 , 则 称 了 AEF OFM 
射 ). 

定理 1. 1. SCARRED pA E Banach 空间 ,多 是 线性 
赋 范 空间 ,7':. 多 > 多 是 有 界线 性 算 子 ,并 且 其 像 集 RCZ 是 多 中 
HE -AR UT 必 是 开 算 子 并 且 是 到 上 的 . 特别 地 ,车 多 也 是 
Banach 空间 , 则 有 界线 性 算 子 了 :党 一 多 RAAF. 

利用 上 述 的 开 映 射 定理 立即 可 得 下 面 的 逆 算 子 定 理 ， 

PELLG UH 是 Banach 空间 ,2 是 线性 赋 范 空间 ,了 T: 
名 -2B 是 一 一 的 有 界线 性 算 子 ,了 (2 有) 是 多 中 的 第 二 网 集 , 则 
TURE MESSER Y 上 的 有 界线 性 算 子 ,此 时 多 是 Banach 空 
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间 . 

利用 道 算 子 定理 我 们 容易 验证 对 于 Banach 空间 到 Banach 空 
间 上 的 一 一 有 界线 竹 算 子 工 , 必 存 在 正 数 a Sb. 使 得 对 于 任意 的 
x $al rl <tr <6 cis; Ae Banach 空间 上 的 任意 
两 个 可 比较 的 范 数 一 定 是 等 价 的 . 

设 县 ,多 为 任意 点 集 , 名 与 多 的 积 集 是 集合 县 KY = 
{ry LER VEY). BV: FY AETR 称 集合 
GW) = {r Tr) rE RICA KY 

AT HER BCH 0) (多 Pa) 为 度量 空间 ， 以 

PCC Y1) Ce) = Py.) + OG yz) 
CF Caps Yi) s CFs Ys) CR x2 BW) PER X Z + A eK a 
x 多 为 度量 空间 . PRT A 72 AMRA: BGP) FEB KY 
中 的 闭 集 ， 

定理 1.1.37( 闵 图像 定 理 ) We. ft Banach #8, T; Æ 
一 多 是 线性 算 子 . AT BART. AT ER. 

由 闭 图 像 定理 容易 验证 从 Banach 空间 到 Banach 空间 上 的 闭 
算 子 同时 也 是 开 算 子 . 

RDT SOT) SHARFT 5T, 所 定义 的 空间 . 车 
DIT) C PLT), HAT O = TO) W r E€ DO), 则 称 算 子 
T ET hij 

定理 1. 1. 8(Hahn-Banach 定理 ik 为 复线 性 空间 , M 
CHK HAUS, z 是 .史上 的 半 范 数 , BBM CORAL 
泛 函 并 且 IDS pa) Vr eM), WES EREZA 
T, EIOD KPN N rE, 并且 

F) = fn War eM). 
特别 地 ; 车 fo EM LEZ, WSR 上 连续 并 且 II = 
I foll GEI Æ Jo 的 保 范 线 性 延 拓 ). 

通常 称 SA 的 子 集 4 RP ES (r; Sf) =a h-hh A 

ATiz; JOa) RMB AC{x; fla) 2a}. HATE A ABR 
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超 平面 忆 RB E ABAIRT E 的 两 侧 . 

定理 1.1.9( 隔 离 定 理 ) Re RRR REIS i. 
ABE A PAE OR ANBS. GARR. RAR. Ml 
存在 FEA SB ri erga RF 

AC {x Refin BO [ri Ref r) 2r,}. 

PE BT SENT EE A RK OR. SB Coe A AB” Ce * 
WSO ASSL SES AR SE SE. 以 往 所 讲 的 范 数 收 敏 , 有 有 时 又 称 为 强 收 
MFA x. er. A HARPER. SS AS 
jr ce X. BUF BP FEA lim flr.) = fo) MAR iri 
Rue zips, Se Ree w-lim x 显然 ,由 Hahn-Banach 
定理 容易 验证 弱 收 倒序 烈 的 极限 是 唯一 的 ,并 且 x, 2 必 有 2, 
2 EATA. 然而 ,我 们 有 下 面 的 定理 . | 

定理 1.1.10 车 xz 说 xo; 则 存在 ix,} 中 元 素 的 山 组 合 枯 成 的 
序列 {yw} Ya Loe | 

证 明 4 E=colz,}. Bath. Wack. Fad 
$e OR EOP ARE BPE SEA A ror 两 
个 实数 re<ra 使 得 

Re flr <n << Ref ly) Y yE E, 
特别 地 ,了 权 ? 一 AM x, 悦 zo 是 矛盾 的 . 故 定理 获 证 . l 

BELLU 2,42 4AM le | BRHBEEGCC 
A spant 2 PRR. SFAM FR PEG. fehl) 
Croco). 

证 明 #22, Bin) Bw 有 界 集 . WPA EES 
线性 活 函 序列 yry = Co.) REPENS EH il x. I A - 
从 而 必要 性 得 证 

RZ Bic. | <M») RA IM 4D 
A(z} 对 于 G 中 的 所 有 了 成 立时 ,显然 对 于 spaniG} 中 的 每 个 了 亦 
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R MERSE Z’, MFVe > O, RS E spaniG), 使 得 
VA F< gip MARTH Ss 存在 m, Mn > ny tt 
[f(x ~ fOr)| <<, 
从 而 
| f(a.) — fx) | <e. 
AR x, >a. l 
EA 为 线性 赋 范 空间 , 2° BA HRA fof E 
KB. MSY rEZ, fla fla) 全 co) WKS, BBW 
RES BALL RI 一 w'-limf,. 显然 , w BREA 
BERK SEMEL SER SR, ALS, HAR, 
A. 但 对 于 Banach 空间 2 HRSA BARUT A 的 定 
理 1.1.11 的 结果 , 其 证 明 亦 类 似 . 
定理 1.112 i E Banach SH}, AAA HRMS 
[ls fof ER, WSS BAY sup tf, | <0 HERE E 
CB, span{E} ER 中 稠密 ， 对 于 每 个 zx CE, 
Fala) > f(t) (oo 


$12 


ER AA S DAE AE 


为 了 后 面 研究 方便 ， 有 必要 对 以 后 讨论 中 当 用 的 向 量 值 或 复 
值 解析 函数 与 调和 函数 的 某 些 基本 概念 和 主要 结论 作 扳 要 的 介 
绍 . 


+， 复 值 解析 函数 的 有 关 性 质 
设 f(z) 是 在 区 域 DCC 内 确定 的 单 值 复 函 数 ， 并 且 zo D, 


L§1.2] 向 重 导 解析 注 娄 与 调和 函数 的 基本 性 质 ? 


如 果 对 于 Y c> 0, FEE o> 0,2 E D0 [zz |<d 时 , 恒 有 
flz)—f eo) _ 
则 称 FOI zo AEE OR i = C20) PCE D OAM 
一 点 可 徽 ,那么 称 AOC D ART BS ORR RC 内 解析 ,而 
HER DCG, MEROE D LAR - 
利用 学 数 的 定义 容易 得 到 函数 fC —ala y tivlas pE 
AD 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 zxCzr,y) 与 v(z, 习 在 局内 可 微 , 并 
且 满 是 Cauchy-Riemann 条 件 


Ga _ Iv te 
ar ay’ ay ax” 


a| TE, 


此 时 
w w ae 


F w= 


az ay ay 
由 此 不 难 推 出 Cauchy 定理 以 及 Cauchy 公式 . 

定理 1.2.1¢Cauchy 定理 ) ”对 于 在 以 简单 闭 曲 线 栈 为 边界 
的 有 界 妆 区 域 上 解析 的 函数 A(z) ;积分 


| Fedz=0, 


其 中 沿 Tr 的 积分 是 按 道 时 镍 方向 而 歌 的 、 

定理 1.2.2 设 刀 是 以 有 限 条 简单 闭 曲 线 了 为 边界 的 有 界 
ERS OED RT KARMA Re D EER. MED 内 任 一 
点 zs 


1 
fij= Oni ER 


(1. 2. 1D Cauchy 公式 ， 

Cauchy 公式 表明 对 于 在 某 些 有 界 闭 区 域 上 的 解析 函数 ,在 区 
域内 任 一 点 所 取 的 值 可 用 它 在 边界 上 的 值 表示 出 来 . 这 一 基本 性 
质 对 于 复 值 函数 理论 是 非常 重要 的 . 以 后 我 们 将 会 着 到 它 对 于 向 
量 慎 或 算 子 值 通 数 也 是 非常 重要 的 


dt. (1.2.1) 
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在 定理 1.2.1 的 很 设 下 :由 (1.2.1) 式 形式 地 在 积分 号 下 求 导 
数 , 可 推出 fz) 在 内 有 任意 阶 导数 ,并 且 


feo) | FE) ge Ch=0 1,25) (1.2.2) 


Rri Jr, (zza) t! 
Hop rS {zi |z—29] =p. eKO UR 


14} 
EA a | <P, (k=0,1, 2,0) 


其 中 M(p)= max | fle) |. 
关于 复 值 解析 函数 的 Taylor 展 式 是 在 整个 复 分 析 中 非常 有 
用 的 性 质 . 为 此 我 们 证 明 如 下 定理 . 


SEE 1.2.3 BAA OMRU: |z z <R HiT. 则 
在 U 内 ， 


te fim) 
f(z)— wit Ga Cer)". (1.2.3) 


一 n! 
证 明 EU. M z AD EU APA fz 属于 其 内 
域 , 则 


~~ 1 f f 
SOOT | ee. C1. 2. 4) 
HFS oer 时 ， |S \-0=. 因此 
1 1 _ 1, 1 

f—2 Ẹ— zro (ze— zo) $2 Z— Zy 

1 一 二 一 一 

E-z 
3 (zm) (1.2.5) 

7 aaa Ezt? _ 


batho may CCP Bt — BOR - 
H. 2. SARA CL. 2. 4)» SRA REAR BR 
Fzy=agta,(2—2z) + ta,le—agMte, 
其 中 
fo a) 


a= Í FO) (n=O, 1; Zeit). 


bmi Jr, 


{ $1.2] ME BH AR HHH RAM 9 


由 于 * BU AER, 故 定 理 得 证 . | 
复 值 函数 的 另外 两 个 重要 性 质 是 最 大 模 原 理 和 Schwarz 引 
H, 
最 大 模 原理 MEAR w = fz) EKR D ART FEA 
Lftz)| 在 总 肉 革 一 点 达到 最 大 值 , MI 在 内 恒 为 常数 . 
这 一 原理 说 明 ， 在 区 域内 不 恒 等 于 常数 的 解析 函数 ， 其 模 不 
可 能 在 区 域内 达到 最 大 值 . 
现在 应 用 这 一 原理 证 明 Schwarz 引 理 ， 关 于 Schwarz 引 理 的 
各 种 情况 下 的 推广 和 应 用 我 们 将 在 后 面 几 章 中 分 别 进行 深入 讨 
y. 
Schwarz 3E BO BERAR |x| <1 内 解析 的 复 值 函 
数 . 设 了 C0) 一 0, 并 且 当 'z| <i mw, (f@di<1. 则 
D 4 lel Cnt, FOS lel; 
(2) 若 对 于 某 一 复数 zuC0< lz, | <1), Fe] izl 那 
Ate iz| <1 
f(z) = az, (1. 2.6) 
其 中 4 是 一 复 常数 , 且 |4| 一 1. 
”证明 ”出 于 了 (C0) = 0, f(z) 在 |z| <1 WA Taylor 展 式 : 
Fz) =ayztag teu tae" S2gl2), (1.2.7) 
HR gz) = a baz te Ele] 1 AT. 由 于 当 |zi 入 1 时 ， 
IFW <1, 所 以 对 于 lel =r O<cr<b. RNA 


lg] = a) <4. 
利用 最 大 模 原 理 , 当 |z| srih 仍 有 
HOI <4, 
令 r 一 1, 则 得 : 当 1z1 过 1 时 ， 
lgtz) | 1. (1. 2. 87 


于 是 当 0 < 1z1 <1 时 ， 志 全 | < 1, 亦 即 
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| F<z) (<< fz|- (1.2.9) 
由 于 £CO} = 9, 4 r 2 RR. 其 而 引 理 中 的 
(1) 得 证 ， 

设 在 某 一 点 zoC0 之 1x1 之 1), | f(zo}1=1z6o1. FHA 
(1.2.8),|g(z)| 在 |z| 过 1 内 一 点 oo 达到 它 的 最 大 值 1. 因此 由 
最 大 模 原理 ,在 |z| 二 1 内 g(z) 一 ,其 中 4 是 模 为 1 的 复 常 数 . 由 
此 可 见 , 当 0 之 |z| 之 1 时,(1.2.6) 成 立 ， 又 由 大 9) 一 0, 当 >z 一 0 
时 ,C1.2.6) 仍 成 立 . 故 引 理 中 的 结论 (27 获 证 ， i 


2. 调和 和 落 数 的 某 些 基本 性 质 


Bucy) HERD AW ATR BR. MR uS ule ye 
内 有 连续 的 一 阶 及 二 阶 偏 导数 并 且 满 足 偏 微分 方程 (Lapiace 
方程 ): 


Wk BM wz:y) 为 调和 函数 .容易 验证 :区 域 卫 内 的 解析 函数 
f(z) =ulz,y) tive, y) POSER AL AE BABE D 内 的 调和 函数 ,并 
Hf@=aa y tie WERE RR DD 内 解析 的 充分 必要 
条 件 是 zzyy7 及 (zyy) 在 呈 内 为 共 冰 调和 函数 ( 即 满足 
Cauchy-Riemann 方程 )， 利 用 解析 函数 的 Cauchy 公式 可 导出 调 
和 函数 的 中 值 定 悍 : 

定理 1.2.4 如 果 ee RE BMA le — | pCO p< too) 
EAA. 


ul) = [utende 《1. 2.10) 
显然 ,利用 调和 函数 的 中 值 定理 ,可 导出 与 解析 函数 类 似 的 最 
大 模 原 理 , 即 一 个 在 区 域 刀 内 不 为 常数 的 调和 函数 ,不 可 能 在 忆 


的 内 点 达到 其 最 天 值 . 
PD RAR RR, aD 表示 六 的 边界 ,五 WD 的 闭 包 , 定义 在 


[8$1. 2 向 量 值 解析 函数 与 调和 志 数 的 基本 性 质 11 


D ARB SEA EE a g(z) ,对 于 每 个 区 域 D, RED, CD le fe 
任 一 个 在 DD! 内 调和 ,到 ,上 连续 的 调和 函数 ,如 果 
BER) (26 aD), 

则 在 D, 内 有 (2) Se). 具有 上 述 性 质 的 函数 gtz) 称 为 次 调和 
PRR . 

定理 1.2.5 在 D 内 的 连续 函数 g(z) 是 次 调和 的 充分 必要 
条 件 是 对 于 每 一 个 zo DS FETE por 0. EB Yes be 20 | eT 
D H.A 

aS | eotea Cp<e,). (1.2.11) 

证 明 必要 性 的 证 明 . 

设 圈 |z 一 zo | 三 p ZE D A H x(=) 是 在 该 图 内 的 调和 醉 数 ， 
满足 

u(zJ=plz) (\z—20|=—)s 
则 有 
B29) Su lee) 


an 
= 去 | ulzot pe ) dB 
a 


_1 {" on tg 
=, |, gtxot pe" de. 
充分 性 前 证 明 - 
假设 存在 某 区 域 D. BD CD 且 有 调和 函数 xtz) 使 得 
goule) EaD). AED, 内 某 些 点 处 有 gx) a(z) > 
hlz)=glr)— ulz), 
AB AOE D 内 的 集 世 上 达到 最 大 值 > 0. BA H eC aD, 
EPRD ECD. AF E EHR MATA E E RA 
形 邻 域 整个 包含 在 内， 因此 存在 一 个 序列 {2.} ,Pp 一 0, 使 得 贺 
lze—zol<p, 会 在 D, 内 ;而 圆周 |z 一 zo1=p, 不 能 完全 含 在 EE 内 ， 
ERE AMR -RWLAAG)<m. 从 而 有 


ar eres a cei eet 


12 Banach 空间 与 Banach AA [第 一 章 ] 


zA glz t pe di — ulz) 


= + Pht Dae) Ag 


Am =h rp mg r — ut eo). 
这 与 (1.2. 11) 式 矛盾 ,证 毕 . 1 

TR, WATAKE D OA TS fi Crd Sa (ed ivl), po, 
| fC) Plated? ED ARR HR - 

HF). QE AS ale CL 内 解析 . 如 果 存 在 
afz) 在 4 内 解析 ,满足 lwfkzy1s 委 lz1 (ee AD fed = 
Fele). WER SOR POEM BA IDA SCE. 

EH 1.2. 6(Littlewood GH) 设 ODM FR) AA RAT 
且 <F, 则 

M E O<PS T°), 
其 中 Mtr， P=[ 支 | "| pcre naa). 

HE RA CORE A WH er. S (2) =Glets)), 

Ep we) FEA AREY HFA eC) Stet 
[gre des (Gore de. C1. 2.12) 
FRE Rew RE Ds itziijzl<r) 内 的 调和 函数 , 且 在 A 
kG) uz). MA 
Glout} (zE D). 
从 而 
gtx} (2) Sule) GED). 
Pai 
+ | gtre dé = Sr Ly uy Cre") d= 4, C0) =u (0) 


=4 


Ei 
+ i u(re*)d0= + 去 |. Gire” yd 


C812] ETT EELEE te 2H RA 13 


ALE. 

EH IS Cre”) A (Fre) |? 为 次 调和 函数 ,所 以 只 要 令 g Cre”*) 
=| fre)? Gre = 1 F Gre) |? ,应 用 (1.2.11) 式 , 即 可 得 出 该 定 
SHS PZ HG . 4 


3. 向 量 值 解析 函数 的 某 些 性 质 


FHRNEEW Ce MRER FA LEP ERD. we 
值 是 在 Banach 空间 多 (或 在 Hilbert 空间 H) PAO H RA E 
a0). SRW Ss eR BRT Re A 
某 些 结论 在 向 量 值 情 况 是 不 成 立 的 ,在 这 里 我 们 仅 介 绍 我 们 以 后 
讨论 中 经 常用 到 的 那些 结果 . 

设 x 人) 为 定义 在 复 平面 的 某 个 区 域 D 上 , 取 值 于 Banach 空 
间 2 Ay Pa, KR 党 的 共 罗 空间 . 对 于 任意 一 个 元 素 
xt ERR xt (x(5)) 是 通常 ( 复 值 ) 意 义 下 的 解析 函数 , 则 称 
zt 是 石上 的 向 量 值 解析 函数 . 关于 向 量 值 解析 函数 ,我们 也 需 
要 讨论 它 的 5 强 ) 可 微 性 . 为 此 我 们 首先 给 出 下 面 的 引 理 

引 理 1.2.1 设 FG) 为 区 域 中 内 任 一 通常 的 ( 复 值 ;解析 画 
数 ,S ADAE- ETE. 则 必 存 在 一 个 常数 MCS). ETB 

aa {Eto /1 +) F&I) 
KMS) 

$ich £.¢+at+PRES. 

证 阴 EO AD 内 有 限 条 简单 闭 的 可 求 长 曲线 ,使 修 与 5S 


的 距离 a> O AA 


1,1. 1 1 
ap rE ala—B)(r—f—a) Ba PER) 


1 
Der 
由 Cauchy 积分 公式 得 出 
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1 | rdr 
ZaiJrr— ria rE e) 


-hl ugo- IED], 


所 以 


mar SEa) FOI-FFC+O—FO3} | 


Lf f@dr | 
Sor rir) (r—£—a(r—0— 8) 
A FON + gat) 
BP LAK . 从 而 结 诊 得 证 . l 
设 rG EEEL, pl E MES AW E R e g O 
是 定义 在 同一 区 间 上 的 数 信函 数 ,以 naar RANT BBE: 
二 = 
J ETO i=l, 2n) 


如 果 

D cq lge—gto)5 

71 
当 分 划 的 最 大 小 区 间 的 长 度 | raar) | +O 时 极限 存在 , 称 其 
2 (OF gO) fy Riemann-Stieltjes 积分 , 记 为 

Pede. 
由 此 定义 了 向 量 值 裔 数 的 积分 ,显然 ,车 OL, 打上 是 强 连 续 
的 ,g 必 ) 在 [a,8] 上 是 有 界 变 差 的 数值 函数 , 则 积分 [10d gc 
GE KART EZ 到 多 的 闭 线性 算 子 ,z( 纪 的 值 域 在 7 的 定 
SUR DCD A A 
A A 
T(P rpd 0 )= | TEG. 
利用 此 种 积分 和 通常 的 复 值 情况 的 Cauchy 定理 容易 推出 关 


于 向 量 什 和 解析 函数 的 Cauchy 定理 以 及 它 的 任意 阶 导数 的 公式 ， 
定理 1.2.7 设 z*( 纪 是 在 区 域 只 上 的 向 量 值 解析 函数 , 取 值 


[$1.2] SEM Be ie BH HREM 15 


F Banach $ 2, Pe D va Ry fel 9 FAHY TOR tS AR, HTA 
部 属于 D. W 
| x(Qat=9,2 (y= [aa 
其 中 8 当 r 沿 六 的 正 向 绕 行 一 周 时 能 使 Arg(r 一 6) 增加 2r. 
HEARS 1 BART BTR C= Ee), COSeR2e). W Eta) 
是 连续 的 ,并 且 是 有 界 变 差 的 ， 又 由 z( 纪 在 曲线 T LERE 
的 , 则 积分 


feiet | eoat 
存在 . WER ARSE BC 2H 
xf | 2@at |= [= rat 
RE- 
由 于 研 的 内 部 也 在 DD 内 ,x* [z(t)] 是 通常 的 解析 函数 . 于 
是 利用 通常 的 Cauchy 定理 可 知 


fa Cath) Tadt=0, 


v| [roa] 


因此 ,由 z ”的 任意 性 , 必 有 有 
| .zat = 6, (8 HE). 
2° 首先 我 们 证 明 下 面 一 个 事实 : 


Rp 


2O= 35 | EO at (1. 2.13) 
事实 上 ,对 每 ,全 是 rET 的 强 连 续 函 数 , 从 而 积 


分 去 | Sede 存在 ,并 且 对 于 Y ea, 


ani Jpt—et 
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x’ [x)= oo ae Lag Jar 


是 AGH BY PRA ARO DAC. 2. 13) 式 成 立 . 
因为 对 于 Y xz E 2" 


Sx prH] (x) = Hago], 
其 中 58.5 十 a€E D. 所 以 令 a0 得 到 
d a srat 
Pra [x =r* [Lr' (£)). 
利用 数学 归纳 法 可 以 得 到 对 任意 正 整数 ,有 
ae Leth =r Lt? ce). (1. 2.143 
而 对 于 Y zE” ,有 
a", _ mt f x* Let] _ nae 
dere [2 l=s5 | dr r= 0.1.2, ). 
于 是 由 (2.1.13) 与 (2.1.14) 式 得 


由 xz" 的 任意 性 得 定理 中 的 第 二 个 等 式 ， l 
T ARIT pA Cauchy-Hadamard E M., Cauchy 487 LA 

及 Taylor 展 式 也 可 以 推广 到 向 量 值 的 情况 ,其 证 明 方 法 类 似 ， 
定理 1.2.8 对 于 取 值 于 Banach 空间 党 ARRA 


S) an 化 一 名 "Ca 2 )， 《1.2.15) 


a0 


令 

一 本 lal F, 
BIE — Col <e 时 ,级 数 (1. 2. 1DE E-e 之 p 时 ,该 
级 数 发 散 . 对 于 任意 一 个 满足 bo< pi<ep 的 Pp Meela 时 ， 
该 级 数 一 致 收 化, 并 且 其 极限 函数 在 |# 一 扣 1<p 内 是 向 量 值 解析 
函数 . 


[$1.27 OEE RHE Af BRM RAM 17 


定理 1.2.9 MRE CIR AR 2 AR ST 
数 ,并 且 
| 22) | SME —fo1< RM 为 常数 )， 
则 


M>» 
| x fo) Il <- rz! 


~ (Cauchy 个 计 式 )， 
定理 1.2.10 如 果 OwIE-CIER PA ae a + DI 


oo 


x)= D egy, AER. 


a= 


证 明 aa Ca , 痢 有 
E e ON = [em 
由 于 a” LeCO EE LR 内 是 通常 的 复 值 解析 函数 ,因此 
nip SS bod) egy 


— SE Eo C1 2. 18) 


另外 ,对 于 Y ARTERS MO. B 
lect) | SME, CE —bs1<r<R). 
于 是 ,由 定理 1.2.9 得 


1 


—-=lim ke Go) | <i. 
& noo r 


Rr<pe, 从 而 RSP， 因此 寡 级 数 
> Se ax Gs) (各 一 如 pig 


在 |& 一 oi 二 RR TE 从 而 
> aa LETS Ug ey 


a=@ 


=. [> ’ Go) Con gar]. (1. 2.17) 
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ERG. 2.169501. 2. LSE x2" 的 生意 性 得 
(= dy 2 Ge Eo) eeg CE tl <R). | 


amt 


Al ae ae OA 函数 的 Schwarz 引 理 , 容易 证 明 向 量 值 
解析 函数 的 Schwarz 引 理 和 最 大 模 原理 ， 
定理 1. 2. 11(CSchwarz 引 理 ) 设 <( 约 在 4 内 是 解析 的 ,并 且 
| r | <M. r0 =0.(M 为 常数 )， 
则 
- a i saiti. 
定理 1. 2. 12( 最 大 模 原 理 )] 设 向 量 值 函数 x+ 心 ) 定 义 在 单 连 
通 闭 区 域 了 上 ,其 边界 为 了 ,在 DD 内 解析 并 且 在 DUT 上 强 连 续 - 
如 果 
sup{ he | ET}=M, 
We aco) ff SM R Hl eC) I <M, CED). 


$1.3 


Krein-Milman 定理 


设 2 为 向 量 空 间 - MRR A PINAR RE: 
(1) Bl porty ELN AXR SA 的 映射 是 连续 
的 ; 

(2) 由 (esz)-ezr BLM OAA 的 映射 是 连续 的 1 

特别 地 ,如 果 Z 的 拓扑 是 由 Z 上 的 半 范 数 族 P 生成 的 并 
HCL (es pCa) 一 0} 一 19); 风 我 们 称 A” 为 拓扑 向 量 空间 所谓 
pX —R 是 半 范 数 : 如 果 

G) plr)Zo;: 

Gi) plaxd=falptx).V¥ cE 2 cE DP; 

GD plat wW<ptpy).V ry A RAE . 
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命题 4.3.1 A AAt pe 上 的 一 个 
半 范 数 . 则 下 面 的 事实 等 价 ; 

《1) 卢 是 连续 的 ; 

2) {rE pla 1 RAH: 

(3) @€intlzrE BW; plr) ali; 

(4) 8EintfzE ApS}, 

《5) 在 zx 二 8 处 连续 ; 

(6) 存在 党” 的 一 个 连续 半 范 数 4 使 得 p<. 

TEAR BAOD (2S (39 4). 

(4)=> (5). BR CAR BV e>0,EinttzE X plat}. 
PRA. ROR a} EB BBR OA — PRE ce 0, UR AE io 使 
AA Beige ei E (as pla Se} BM ple pee Gi). 故 户 在 工 = 
外 连续. 

(D=). 如 果 eea Ml peo pa |Sp—a). AF se 
一 zx, 于 有 是 (5 意味 着 p (7 一 x0 一 0. AR. pa > pa). 

(1) 过 (0) 是 显然 的 ， WEA REMC > (5). 事实 上 , 如果 
x> M g(x) 一 0. 但 0 所 pCz) ga) 所 以 zi 一 0 故 命 题 
得 证 . 

命题 1.3.2 (1) AACR GRR EA nH 

4 ,人 号 CL0:1] 且 $ i, 则 > titiE As 
(2) 车 {4 ni) 是 凸 集 族 ， TW OAs BOR - 


A” 为 向 量 空 间 . 如 果 ACE. 则 称 AO 的 所 有 包含 有 A 的 
西子 集 的 交集 为 4 的 凸 包 ,并 且 记 为 cot4). RA 是 拓扑 向 
BAW. WAS 的 所 有 包含 4 的 闭 凸 子 集 的 交集 为 4 的 闭 串 
包 , 并 且 记 为 co(4). 显然 ,如 果品 是 赋 范 空间 , 则 SOA is 
FCO) AM AO CLE HAF MRT OY 
BREE C 是 多 TR. WT Oe A PR 

定理 1.3.1 BF BRS ARF HAFR. 则 
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(1) A Bins: 

(2) #a€intAsE A. Mla =—let+ 1a lle} 
intA. 

ER 1° i eC AFC AHH OSS). Fiz SBA 中 的 一 
个 网 使 得 zx 一 5 则 tz 十 C1 一 Da 一直 十 (1 一 1)a， JAM GC AH Ba 
CA 意味 闭 [a;5j 二 及， 因此 AERE. 

2 HED., BE rnal HHS ctt Aap a 
EintA, LEA. 存在 Z 的 一 个 开 集 V 使 得 9EV HatVCA. A 
此 ,对 于 Y dE€4， 

AmMd+Ud~-nt+V) 

=f(d—b3+1216+C1—-t)fatV} 

=[t(d—b)+—2)V ] +e. 1.3.1) 
如 果 我 们 能 证 明 存 在 A MÑ d 使 得 92E8S 一 她 士民 一 总 7 =U, 
由 {1. 3. 了 ) 的 包含 关系 以 及 U 是 开 集 可 得 cE intA. 注意 要 找 满足 
ERE dC A 等 价 于 找 满足 8EtT10 一 站 V 十 (dd 一) 或 4EB 
-OAV 的 dEA. 但 8E 一 tT1(1 一 人 VY FARAH ES 
A. 所 以 这 样 的 4 一 定 存在 . WOHE. l 

推论 1. 3.1 如 果 ACA, Mlco(A) FE colt AAE - 

EK BERS A HATE. 我 们 称 下 中 的 点 a 为 天 的 
强 端点 , 如 果 对 任 一 包 售 a 的 真 开 绥 节 都 不 真 包含 于 天 中 ,其 中 
BARB) Stet Apa n Ea 0Kt<1}- 记 下 的 
强 准 点 集 为 extK. 

命题 1.3. 3 MRK 是 向 量 空间 X 的 是 子 集 并 且 a EK: 则 
如 下 事实 等 价 : 

(1) aEextk. 


(2) Bane Ka = Fata) WR EK 或 XsEK 或 


£5 r5 A. 


(3) Enn EB 0S 1 a=tay te: M e EK 
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W r EK 或 rra. 
《47 E osn € Kia@€cotae sa, t MAFI kam 


(5) Ka EAE. 

定理 1. 3. 2(Krein-Milman 定理 〉 #4 K mioaa = 
HESS Os extK HO I$ K=colextK). 

证 明 击 命题 1.3. ORA A SR A A Ka} 
EK 的 相对 开 凸 子 集 . 因此 ,我 们 找 出 五 的 一 个 最 大 真相 对 开 凸 
TE. 设 伯 是 KK 的 所 有 真相 对 开 凸 子 集 族 . AS Eat 
BSBA KH#S CURR K PEP RR) MCL OS. Qe EE 
中 的 一 个 链 并 且 令 Co 一 人 DCESo PRU BA HA 
Zo 是 链 , 所 以 Uo 是 开 是 的 ， 如 果 06o 二 天 , 风 天 的 紧 性 意味 着 存 
在 名 PRU RUSK. 这 与 UV 的 性 质子 盾 . AoC. H 
Zorn 引 理 :多 有 最 大 元 . 

E rE K OSAK HHS Taa EK, T aSa t OA 
zM) Ta K BK 的 连续 映射 ,并 且 


Taal 5S ay: | = 5 aT analy) s 
=L i=l 


HR yy oe EK vay sett 0s 5 a=l. RERE T.E K 到 
K 的 一 个 仿 射 腔 射 . RS EU 0a N Ta DOCU. FRU 
CTIA TAO K MAF. MH COU, ME 
1.31 T ale yl. 所 以 UCTzi(0D ,从 而 由 U 的 最 
天 性 iD 一 到 ,出 
TeaCK)CU r EU OSA. (1. 3. 2) 

于 是 我 们 得 到 下 面 的 事实 ; 
事实 1 如 果 V 是 乓 的 尾 意 开 凸 子 集 , 则 或 了 YU 一 或 YUU= 
K. 

事实 上 ,(1. 3. 2) 意 味 着 YUU 是 开 凸 集 . 所 以 ,由 局 的 最 大 
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性 可 得 事实 1. 

现在 我 们 利用 事实 1 证 明天 NU 是 单 点 集 , 事实 上 , 若 4,bE€ 
KW Hab VV, EK 的 两 个 不 相连 的 开 凸 子 集 并 且 aE 
FE 利用 事实 1,; 由 aEU, 得 VUU=K. LEVU. F 
A Ak wh Ari 1. 3.305) KU = (a FEA ae extK， 从 而 
extK +O. 

为 了 证 明 K=coCextK). RAIBEIRT EARE: 
事实 2 EV EZ 的 开 上 是 子 集 并 且 extKCVY, 则 KKCV. 

事实 上 ,车 太 是 芝 的 开 上 是 子 集 ; 则 VNKE 只 并 且 VNKC 
,其 中 U 为 B& 的 最 大 元 . 但 KNU={a}, 其 中 aEextK. 矛盾， 
故事 实 2 为 真 . 

ig E=colextK). MH rE «ER, FA 

EC {1E Æ Rez (a)<a}=V, 

则 由 事实 2K CV. Aub. BEER ESK. 故 定 理 获 证 ，】 

定理 1.3.3 如果 安 ” 是 拓扑 向 量 空间 ,及 BS HRAT 
IPH FOK 使 得 K=), M] extKCF. 

证 明 不 妨 设 Ff BS. 若 定理 不 真 , 即 假设 存在 失 的 一 个 
强 端点 CK, SEP. 故 设 六 是 县- 上 的 一 个 连续 半 范 数 使 
得 


FO (rE By plae- zd alis ø. 
S U= ER pO LER MM ot UI ME +0) = Bo Bd 
而 oe FHU. 
因为 户 是 紧 的 ,那么 存在 %,… ne F EFC Ù, Ont 
Up). K =o NG tUe))- A KC tU KOK. 于 是 ， 
H Kono K, ERDMAN Us UK.) =K Ue UK). 
此 — — 
K=cotF)=co(K,U-«UK,). 
由 于 moe Ks 
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Xo 一 5 UPTE Ka, 
oO tta =l. 
ao 是 下 的 强 端 点 . FE nsn EKOT DO. MARRS ro 
EK Cy tU CF HU. FIA- METRE - l 
Krein-Milman 定理 具有 广泛 的 应 用 :, 特 唱 是 在 算 子 函数 的 基 
本 定理 ( 饮 氏 定型 1 的 证 明 中 起 到 了 非常 重要 的 作用 - 


$1.4 


Banach 代数 


设 - 是 更 上 的 向 量 空间 , 称 -x 为 代数 ;如 果 在 其 上 定义 有 
飞 积 运算 使 得 .ez 成 为 一 个 环 , 并 及 
alab) = (ea )b=a@lab) oO Ba bE. (1.4.1) 
称 -sr 是 Banach 代数 :如果 赋予 -wx —PWR I ， I HRA 
Banach 空 间 并 县 对 于 任意 a be, 
abpa > ed. (1.4.2) 
fe of APART WE le | =i PF} Hea=aemaV aE R, Huw 
有 单位 元 e RAR Pew a-r ae, D Bo 内 的 一 个 同 构 并 
Allee = lal. 因此 单位 元 常常 又 记 为 1， 
命题 1.4.1 如 果 .x 是 不 含 单位 元 的 Banach RM WO) 
一 -er XO. 定义 -zt 的 代数 运算 ， 
(1) laadt (b P= latba tp): 
(2) ra 00 一 [9a fa); 
(3) (aa) th M =Cabt+abt Paap); 
WR, 上 的 范 数 1 : 
| Case) |} = al + lej. (1. 4.4) 
则 .er, 420. 3. DE MAMA) 一 C3) 定 义 的 代数 运算 意义 
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下 旦 县 有 单位 560,10 的 Banach 42834 e— (a, 0) ee A, 
内 的 等 距 同 构 
证 明 ”我 们 仅 只 验证 人 .3. 约 式 成 立 . 车 
arD (hE., 


区 
| Casadh 8) || = |] Cab] abt Baap) | 
= | wh-+ eh+ fa l| + lef | 
sz lla dé iei all tial ied -legi 
= Casa) |] + | (6.8 | - 
Mie apr BFE - l 


fil L41 i <@ 是 Banach 4 Ej 2 = B i, = 
BOA). 如果 在 -上 定义 乘积 为 算 子 的 复合 ; 则 - 7 fi —Banach 
et BAY Rote FORA), 

例 1.4.2 je BIT HE Banach 3 [B) =B CA 
上 的 紧 算 子 空间 ; 则 -sz 是 不 会 单位 元 的 Banach 代数 - 

命题 1.4.2 mE } 蚌 一 Banach 代数 族 , 则 


Er = zl rE [LT ge mOr = {x rE, | 
DLR 


都 是 Banach 代数 - 

设 er 是 一 个 代数 ,- 克 是 -x 的 一 个 子 代数 . 我 们 称 -有 十 
ez Wy Fe AS WRA ERR Co Ce RA a CH 的 证 ; 
tt J AHI WE FER a Cr ee MA ras 
wf 是 .7 的 理想 :如 果 eo BW RAR. 又 是 右 理想 . ew’ WA 
有 单位 元 1 的 代数 ， 我们 说 Ew AT A: MR TE eC” 
全 得 za 二 1;4 BANA: 如果 存在 Cw 使得 sz 二 1iu 是 可 道 
的 :如 果 a 斌 是 堪 可 逆 的 ,又 是 右 可 道 的 . 
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命题 1.4.3 
(1) ee 为 具有 单位 元 1 的 代数 .如果 有 a FEO WHY. MAE 
TEE BYTE a ©, AB a aaa! = 1. 


(2) ho? ior BACHE Re Ha ATM, MY Oe = 
er, 


证 明 
1” HFa 本道, 则 存在 x,y&E .ww ,使 得 xa 一 1 二 ay ;从 而 


y= ly= CGrady—xrlay) =rl=r. 


as 


Salsa y 则 aa aTa]. 唯一 性 是 明显 的 . 

ha. FAM. AE OC. fi ra= 又 -如 为 左 理 
ROATE ROPE ARIE yO or y= yl a, 证 
Ee, | 

下 面 我 们 将 给 出 关于 含有 单位 元 的 Banach ERA Bese es He 
这 些 结果 在 后 面 的 讨论 中 将 起 到 很 重要 的 作用 . 

SHE 1-3-1 i A Bsc As Banach 代数 .如果 < 
FAY es -1 <1. We 是 可 逆 的 . 
证 明 i y=1—-z WM ly | =r<) 因为 hy 上 所 上 yy 上 "= 


BDL >) ly | <oc. 因此 = 一 Sv 在 ww dea 如 果 en 


=] +z n" i x1 —y) =1—y L 4B i] ett sce), BP 
yi tl Ola oo}. 因此 
zil— y) =limz, (1 —y)=1. 


类 似 地 ,人 1 一 yjz 王 1. LAG -—y) EHA yT =r Ay y 
a=] 


{A 1— yi la nr 8 x A. l 
定理 414.4.1 We” 是 含有 单位 元 的 Banach 代数 并 且 
G= (a 8" yq 是 诺 可 道 的 }; 

G {aE y a BAA MH: 
二 {aE ra fo] REBT); 
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则 G..G, AG RE 2 的 开 子 集 . 映射 GG,a-a"' 是 连续 的 . 
证 明 Wa,e Gs mE 2 TH hal. Fl a—ay | < 
Ho |] “+ BY || boa —1 |] = bo Ca ae) IPT. 由 引 理 14 Le = 
boa LATER. WE b= r h M a=. Ak G= {a Exr ;4 一 
ao 站 < | by | "ho RG? 必 为 开 集 . 同 理 可 得 G- 是 开 集 ， 因为 心 一 
GNG,, 所 以 G 是 开 集 . 
aT ERA BAS GG, acma ' 是 连续 的 ,首先 设 {a,} 在 GG 中 并 
Harlino) 设 0<6<1, al | <8. 由 引 理 1.4.1， 


at= U (a)) = > (~a,)'=14+ > CETAN 
国 此 


lail =| >) -edtls 2 lia 
kJ] k=l 


于 是 Y se>0, 取 5 使 -5 一 *, 则 | ae. 一 11 < 意味 着 上 a 一 11 
<e Helim ao 一 1 

WTR aeG. {a3 G BRERA aa(nacc) Man's, 
-+i (noo). FA AIT ATURE a. a= Ca a, 1 eo). aS 
a, aa la Goo). 证 毕 . i 

推论 1.4.1 ks 是 含有 单位 元 的 Banach 代数 ， 

> ile-ill<1,Mat= > 《1 一 总 并。 


(2) 车 Bao 二 1, | aal < ll by i WW a 左 可 逆 - 

RA 是 一 个 真理 想 . 47 是 最 大 理想 :如 果 不 人 存在 更 大 的 真 
理想 包含 A. 

推论 1.4.2 He 是 含有 单位 元 的 Banach 代数 . MA 

GO) 真 左 理想 、 真 右 理想 或 理想 的 闭 包 仍 是 真 左 理想 、 真 右 

(2) 最 大 左 理想 .最 太 右 理想 .理想 是 闭 的 . 

证 明 (1) 的 证 明 设 . 天 是 真 左 理想 并 且 G ee 的 左 可 
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wrae. 由 命题 1. 4.3(D,.-4NG=S. Alb. CoG, 由 
定理 1. 4.1,°\G, 是 闭 的 . ATE. ACOA GH Aur. B 
易 验 证 + BAAR . 类 羽 可 证 其 他 情况 . 
CATER ”如果 -如 是 最 大 左 理 想 ; 则 出 (1),- 帮 是 真 左 理 
想 . BRIE. BRKE, A= A. 故 推论 得 证 . 1 
KA BRS. a ee 的 线性 流 形 , 且 有 : 
一 十 
FEM BU PAR: 
a+ || =inf{ jety | yE} 
42/4 是 赋 范 空间 、 K2/C RSA 的 商 空 间 . Re E 
Banach 代数 ,- 近 是 真 财 理想 ， Wo /A 是 代数 .实际 上 ,对 于 
Yay A le HAA yA Sry E r ERR. 
定理 1.42 若 .e Æ Banach fA 是 -zf 的 真 闭 理想 ， 
Mw 是 Banach 代数 . WR AARC ee 也 有 单 
位 元 . 
WEAR 由 于 .ew /A 是 Banach 空间 ,了 亿 是 一 个 代数 . 现在 验 
证 (1. 4. 2) 式 成 立 . 
iry s uve, ill 
(ete) Lytv) =ry Cautuytav) € ryt, 
因此 . 
| Cr te) Cy +9 = I aye 
rt yt |<ictell > yte h- 
关于 zyoE + 取 下 确 界 得 
| Cet Cyt) I Sct] + yt i. 
ht /- $ Banach 代数 . 定理 的 后 一 部 分 是 显然 的 I 
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Hilbert 空间 上 算 子 的 谱 理论 


AR SBP Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 的 谱 理论 . 
Hilbert 空间 是 一 种 特殊 类 型 的 Banach 空间 ,同时 也 是 本 书 所 述 
理论 部 分 的 主要 框架 ， 由 于 具有 ”内 积 "这 种 结构 ,使 得 对 于 它 的 
研究 变 得 更 为 方便 ,也 更 为 深入 :关于 这 一 点 随 着 以 下 各 章 内 容 的 
开展 读者 当 能 体会 得 愈益 深刻 . 本 章 将 首先 讨论 本 质 上 与 ? 正 交 
性 ”共生 的 投影 算 子 、 共 刀 算 子 等 概念 及 其 基本 性 质 ,在 就 一 般 
Banach 空间 引 人 有 界线 性 算 子 的 预 解 式 和 谱 的 概念 之 后 将 转 人 
Dunford 积分 , 它 是 在 谱 理 论 中 常常 使 用 的 重要 工具 . 最 后 将 讨 
论 正 算 子 织 及 与 整 式 序 列 的 极限 函数 对 应 的 算 子 的 重要 性 质 . 本 
章 部 分 内 容 仍 是 第 一 章 预 备 知识 的 继续 ， 


§ 2.1 


BRT SHAR 


BH HARPS. ECH 为 线性 子 空间 ,zE 五 , 车 存在 分 解 
rea try HP ze, Chor, LE MER xy 为 + 在 天 上 的 投影 , 记 为 
Per 一 xi 容易 验证 对 于 yE Hn CE, Peysa HAS 
l 3 一 za =inf lyri. 由 此 我 们 可 证 明 下 面 的 投影 定理 . 
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定理 2. 1-108 BERD is 4 Hilbert BEETH YAA 
性 子 空 间 , 则 对 于 Y ve H. Pey FFE ME - 
证 明 AH VEL. Pey=y A VEE Mo CE. PEI I y 
x, || ~eCy KO =d. 由 十 
Il tatu ||P YW yS ad y Ea 


, ， Eyr, oe 
S204 yma My ote | al) SS OT 
=2¢ || y—a, Il ?’— Ilya, dn 
所 以 {zx} 是 Cauchy 序列 . 不 妨 设 zo E EAD APL ao EE. 


于 是 


| y— za Il =lim | yr || =d=inf | y~z |- 


Peon 


由 此 导出 Pay xo. l 

i& H & Hilbert 空间 ;EC 是 闭 线 PEF 35 IB) IIA A BYE 
HRB PTE PMP BAB P IPIS #4 EKO}. 
Pi =l Wee E Er Ode ee fa. BI ES ROP ENT 
P),NCP)=RU-P). 

定理 2.1.2 WH de Hilbert 空间 ,ECH 是 线性 子 空间 , 记 
Be ={r€ Hr Lk}. Wy 

(1) EL 是 二 的 闭 线性 子 空间 、 

(2) ZEBRA ESE 

(3) E BE. IN HORDE! M HS ETE) ,天门 可 上 一 


(4) SE EMM. P H-E 是 投影 算 子 , 则 Et 一 NCP). 
证 明 1 若 zyEEL, 风 对 于 Y ce Eve levy le. 从 而 
Cart By z) =le) + ys) =.. 
fit ox + Bye E+.) E IRETE. A aE Eee AF 
YEE (a2) <0. 由 内 积 关于 变 元 的 连续 性 ,Cz,*) = lim (ry. 

=Oals rel. ie E'ER . 
2 RE RAM. WH ELEM ECE'*. -AA rE 
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E+ Wa E+ rsr trg CL. EL, Mex.) 0. $F 
是 

(Ti ra) = {x ra Tra) 一 (一 个 
bk r50 r= Ck MP E CE Be ee. 

3” 由 投影 定理 , 对 于 Y rEH, r= Hr AREE r L 
E.r EEL Mi H=E+EL. BHE EQNEt= 0) HED 
El =H. 

4” 对 于 WW 2e@Hz=2,¢m AP xe EE, r | EXEE! 当 
县 仅 当 ==0, 有 Pr 二 0 或 XENCP). 从 而 ELSEN. | 

HARE REE 的 直 交 补 空间 . HS) PAS. PRA 是 
E SELAM. 此 时 也 称 五 -是 扎 的 余子 空间 

设 A RARER T: 2 — A 为 线性 算 子 ,了 RARSH: 
FT =T H AAAS. TCR RARKRMAT Bx. 
yp =tr, Ty YE 五. 

定理 2.1.3 BH Hilbert 空间 ,PEBCH), 则 下 列 诸 条 件 
等 价 :; 

(1) PEREST. 

(2) P=PFPHHP Ba. 

(3) P=P 并 HL NP) LL RP). 

(4) BH ERM. 以 上 还 等 价 于 CPx,zx) 二 | Pa | AW z 
EH). 

证 明 (D=) 设 P 是 从 五 到 闲 线 性 子 空间 EE 上 的 投影 
算 子 ,对 于 Y EH, PrE g Prs. o= Pr 于 是 r. 

MAY ry HerSr Ha y= y yr nL ry E, 
于 是 

(Prey = Crs yt yn) = Cr) 
= Cr, +2259,) =e, Py). 
te P ARY. 
(29>(3) 对 于 rE NCP). Pr=0.yERCP). MEE r 
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CHvy=Px,. FE 
ley) = Cr Pays (Prix S0, 

BIE NCP LRP) 

D>) AE-NU-P).E WH 的 闭 线 性 子 空间 . 现在 
ik PEMA H 到 EE 上 的 投影 算 子 . 

首先 证 明 ESRO) 实际 上 对 于 Y y€E RCP), 存 在 TEH,y 
=Pr= Pr, 从 而 CT 一 PCPzy 一 0 BBU -Pysy E NUP). 
反之 对 于 Y yONU—P) MU—P)y=0,y=PyE RCP) RRP) 
=NU—P). 

MPV rE H i r=Prtlr— Pr). BR PLE RPIHE. 
4 PU—P)2=Pa— Px) =9, F r PLE NP). NCP. 
ROR 一 Px RDSE. FUP RAH 到 五 的 投影 算 子 - 

HEHH 为 复 空间 . 

(D=C4) | Pz ll "= (Pa, Pa) = (Pzr) = (Paix). 

(4) 二 <2) 对 于 右上 的 任 一 线性 算 子 4, 下 面 极 化 恒等式 成 


=} 


lAr y= CACzrT yr ty CALT— y) ey) 

+i(Alativi.etivy)—iCACe—iy) c—iy). 
车 对 于 cH. Pra) = | Pel? 为 实数 , 令 ASP. WRT 
得 : 

(Px. = (Pyr) =Car Py), 
MUP BARN. 于 是 

(Pz. =(P2x, Pa—(Pa.2) O rE H). 
仿 4 一 书 一 忆 , 则 (4z,z) 一 0(Y xzE 五 ), 再 利用 极 化 恒等式 得 到 
(Ar, y=0.0 yb). 
于 是 4=0, 即 =P. WP BASH. (2) 成 立 . 定理 获 证 . | 
OP BAT. UW CPr ce) = (Px ec) = (Px Px) 20.8 

Pe Py 分 别 是 从 已 URES SE E 和 M 上 的 投影 算 子 ,并 且 
对 于 Y rE H, Perzse) (Peet) MEA Pre PwC Pus Pe). 
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定理 2.1.4 Pr Pu 为 Hilbert 空间 中 的 投影 算 子 , 则 以 
下 条 件 等 价 ， 

a) PPa 

D E Per |) Sed Puyrl O eG i). 

(3) EDM. 

G) PpP y= PauPp=Pawe 

(3) Ps 一 Py NRE F - 

定理 2.1.5 设 Pe. Py A Hilbert 空间 下 中 的 投影 算 子 ; 则 
AFRE: 

(1) ELM. 

(2) ROP DL RP ml- 

(3) PePy=0- 

OQ) PerPy 为 投影 算 子 . 

定理 2.1.4 和 2.1.5 可 利用 投影 算 子 定 关 和 前 面 的 结论 推 
出, 证 明 略 去 . 详细 证 明 可 参见 [20] ， 

命题 2.11 IH Hilbert BLP EH LN ve 
算 子 ,并 且 P, 点 点 收 合 于 请, 即 对 于 每 个 xEH ,中 Paz Px Il > 
0. HP 为 投影 算 子 ， 

证 明 OM HP ES H lim? c= Px. 由 Banach-Steinhaus 
定理 ,P 是 有 界线 性 算 子 ， 又 对 于 Y CA, 

(Pasy) = lim Pry) 


=lim (a Pay = Cre Py). 
所 以 了 RAHIM- 另 一 方面 
| (P2— Pox | = | GPP + PPP LY TP. Pe || 
LI CPP P tt ll Pall © POP Poe Ml 
+ (P,—P)a || +0 (roe). 
CP? —P)r=0.¥ cCH MPa P. 由 定理 2-1.3,.P 是 投影 算 
F. | 
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es HER TORS ES AT RI EA F aA 
EM. 

定理 2 1. 6 (Riesz RATE) ik H A Hilbert 空间 . 

O ”对 于 每 个 yE ,了 (x)= (x1y) 是 玉 上 的 连续 线 件 泛 
MAN fil = iyl. 

(2) ASEH CHERA E. MFE yE H E o 
=(z yy EH. l= yN. 

HEAR 1” F BSR PEF RA Ay. JHE 

lf |=(t2 wWle<ilall > vil. rea) 

RUINS lyl AS eR. Ay=0, BRI fll =o= Il yi 
车 y 兰 0,; 取 z=y MISO l=G.w= ly I? FEl ft VS 


ry 


2 RESNO E 是 HH 的 闭 钱 性 子 空 间 . SEAMS 
二 0, 取 y=0 RW. HEXHAM H=EDBEL,E-4#1(0}. 取 xE 
EL, |e | =1, 0} f(2)+0. & y= flre y EEL 


. TO) ep- 
对 于 «ze Aer Faye Ee FR 


t { 5 . 
o=] 22 ey 一 (一 TD 


即 寻 于 Y ce Ho fios(x.y). AVM ST = ty il. i 

定理 3.1.7 BH H Hilbert asin), Wap AG BCA), 
存在 唯一 和 的 BE BCA) ,使 得 

(Ag y) = (Cr. By). Y rey H- (2.1.1) 

证 明 ”对 于 任何 yE 五 ,因为 

lAr EArt e hyi dell + Tol, 
FApo = lAr PHA LAHAR A. Hh Riesz 定理 ， 
FFE cE ME 


(Ar zl=Cr.2).0 xE H). (2.1.2) 
我 们 作 算 子 BB 如下; ATEH S By 一 zx, 其 中 zx 为 使 
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{2.1.2) 式 成 立 , 即 算 子 B 司 其 (2.1.1) 式 成 立 . 
FP mibal E EHA H ARREARS OMY 916 Hoe, 
Bee, 

(Ar, ay, HAy =a Ary HALAT, y) 
=aCr, By, 3+ El, By.) 
=(2,aBy, + BBy). 

因此 Bay, + Py =eBy, + ABy. BP B RRA SL . WS B 
Mme. ME von. 
ley l=etsial + tyll- 
因此 8 ARRAS MA et | Al- 
EREC 1.1) 式 成 立 的 算 子 B 是 由 4 所 唯一 确定 的 . 1 
定义 和 1 BH $ Hilbert 空间 ,TEBCH). SHEET SC 
BCA) {k44 
(Tre yous. Ty). 2 yO AD. 
KT AT WHR TREAT- 
定理 2.1.8 EH X Hilbert jal, A, BE BCA). 
(0) (@#A+$8B)" =aA'+ BB". 
(2) A" =A. 
(3) GABY =B'A". 
(4) pats ia ls hatal. 
证 明 1 对 于 Y zyE 五 :apE 中， 
(CaA t AB x,y) = Art EBET, y) 
=alAz y) HPB, y) 
=alr Ay +f. B* y) 
=(txr,(@A*+ 6B" dy). 
HC@A4 BB)" =aA*+AB". 
2 对 于 Y zyE 五 ， 
《 yen = in Ayp 5S lAr y = ty Az) 
W ASCA" SA". 
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3° A, BE BCH), WW ABE BCA). MMAB) 存在， 对 于 
Y rye H, 


CABz y= (Br A* y= BA yh 

WCAB)*=B'A". 

4 对 于 Y eve H, (Az y)=lr A"y). $ Ax 关 0, 则 
CAT ArI 1 
l Ax | | Az || 
-| | | 
=(xa"| Tarp) 

:| Ar il. 
<j ir e 
A e tell 


| Ax || = 


(2,A* Ax) 


所 以 让 41 <AtH. 又 出 2°, A ISAT HA. FE 
aisia]. 

上 式 同时 及 可 以 写成 : 

Ar| =n A*ADIS | AA + Nell’ 
A 
| Al] := sup. || Ax ||’ Atal. 
BRI ATA a R e PAL HWALY & 
| A* ls Al t= Ate i 

定理 证 毕 . I 

§ 2.2 

预 解 式 和 谐 


设 H Banach 空间 ,BC B® 上 全 体 有 异 线性 算 子 构 
成 的 Banach 代数 C3 1.4 例 1.4.1). BAC BA) FB EAT 
存在 并 且 是 有 界 的 , 则 称 4 为 正则 算 子 . 利用 Banach 代数 的 定 
义 及 人 性质, 容易 验证 下 面 两 个 定理 ， 
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E2 2.1 72H 是 Banach 空间 ,AEB( 统 "), 刚 以 下 条 件 等 


价 : 

D A BIRR F - 

(2) FFE BE BCA). “B= BA=!I,—f BSA] 

(3) 44 是 到 上 上 的 并 各 存 在 o>, 

| Ax |l ella ,CY ce). 

(4) A ESEJ- H]. 

定理 2.2.2 oe 为 Banach FHA BE BOS). 

(1) GAAEWRT. WAC AEWR ST. FACA = 
Ae 


(2) A.B 为 正则 算 子 , 则 AB EWA TH HAR ™ = 
BUA, 

(3) 车 4 为 正则 算 子 , 则 4 为 正则 算 子 并 且 (4 T= 
(at. 

定理 2.2.3¢von Neumann) i -# 为 Banach 7 Ah AE 
BCR), AEC. HAI <A 则 他 一 4 为 正则 算 子 . 


证 明 B= kB AHA AAA AS 不 
t=} 


Hee Lai =a, M] Oeil, 
m EA a MA ll 
IBAS D gprs 2 Tare 
<- 


1 _ 1 
AG aT JA" 
A B.€ BCS). eee ese A E mon, Wy 


| 名 r — 一 


(Bix) 是 Cauchy Fea, 2 完 + it lim Bax 存在 . 由 Banach- 


Steinhaus 定理 ,存在 BE BC). (EG 
lim Bpr = Bx CY xe). (2.2.1) 


|| Bx — B 
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XA AE BOE) A SACE HOA). HEFY re, 
(Al -- ADBX mr ADH, + 


= lim AA] SY Ahle 


P I] 
和 r a PL 
tim >i i “8 j ja 
BI BCAI— AI QU AT~-A FEE SE TH B=(al—A. I 
出 定理 2.2.3 的 证 明 易 知 
Ci) 在 范 数 收 合 意义 下 ,我 们 有 
OIA = SS fr (2.2.2) 
no-i 
D AAD = AB Stim HA, | < 一 


| Al” 
现在 我 们 利用 正则 算 子 来 定 cen PAB - 

定义 2 2.1 RA REMUS. A 2-2 是 线性 算 子 4 
Ec. 

(1) AAl— A REWA T MAR A BIER RRO. 
A= OAL A) A 的 预 解 式 或 预 解 算 子 .A 的 正则 点 的 全 体 记 
sy pty Bp eC Al A 的 正则 集 . 

(2) BAA REEMA. AR A MERA 的 谱 点 的 
全 体 记 为 rt4), 称 zf4) 为 4 的 谱 集 . 

(3) MAREE RA AA 的 特征 值 ,4 的 特征 值 
AI fA oA). Ro, AHA BSB - 

(4) 车 好 一 4 可 道 , 但 不 是 到 上 的 ,或 者 好 一 4 可 着 ,到 上 
但 (27 一 4) "不 是 有 界 的 : 则 称 X 为 A 的 连续 谱 , 连续 谱 的 全 体 记 
于 gt4), 称 otA) 是 4 的 连续 谱 集 ， 

C8) AGa, CA), J Ao ROI Ar = qe BA 
AAF A 的 特征 向 量 . ER NCAT AD FE A 相应 于 4 的 特征 向 量 
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定理 2.2.4 设 学 为 Banach 空 间 ,4 和 号 (和 )， 

(1) pCA) WIE . 

(2) DRRR. 

证 明 1” aED AA 为 正则 算 子 . 我 们 证 明 :只 
Haal <r oa OA MEET BD AE (AD. 

je e= || (AZ—A)D™ |] Al MY OO, EB Pl 


B= SS (SIV CAE ADP CA dg 


容易 证 明 {B,} 是 BCZ) phy Cauchy 序列 . WEEE BEB), 
lim B, = BFF A 


ou 


B= SY (SDAS ATOA Ag)’. 


i=o 
由 于 
| QI—AYB— CAI— A)B, | 
A 一 A + | B—B, || +0 Cee). 
于 是 由 计算 可 得 : 
(I— A) B=lim(l— ADB, =F. 


同 理 可 得 
BI A) =limB, (Al — A) +1. 

因此 由 定理 2. 2.1,Al-A 是 正则 算 子 ,XE CCAD. MCDBA 
集 . 

2° 由 von Neumann 定理 : 当 1 A | UALR. AI—A AE 
Feo (AOE C 中 的 有 界 集 . Mo A HC\o ABA - 
故 o( ADH C 中 的 紧 集 . l 

定理 2.2. 5(Gelfand-Mazur) % 为 非 堆 Banach 空间 ,4 
EBC), WM) oC AS. 

证 明 对 于 Y 2E pC AD. FE BCS)". M 
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FOSFAAT) 
为 复 值 函 数 . 由 定理 2.2.4 以 及 f 的 连续 性 ， 
F(A = fI A) 


SY CHV FCA ATOPY OA) 
ag 


EDENA Sgp 时 成 立 . 于 是 ,PCD 是 PC4) 中 
AMT RE. oC A= OM KOEET ROP RC LRT. R 
据 von Neumann 72 EE. {| al=> || 4 于 时 ， 


| AI—AD TS <= TaT TAT" 


从 而 


Lope 一 H | 
— 1 — = Eae È- 


FOOZEC EAR., (Ri Liouville 定理 ,Pt 为 常数 .又 由 (2.2. 3) 
xt. FP (A=0 CY AEC). 

F oA = OS, Moe eA. MA AT EBRLE). 于 是 存在 FE 
BUR )*,fCATD= | AT 40. EE BT PF Oe ME 
{RRR AHORA FO CO AH BARGE FOSS ADSA 
OF. Hel NED. l 

对 于 算 子 4， FEIN r (Ad = max | Al} FRR raD A WOE 
F. 

定理 2. 2. 6(Gelfand 定理 ) {Æ H Banach 空间 , 则 

r(A)=lim~/ [a]. (2.2.4) 

证 明 1°) 首先 证 明 (2.2.4) 式 右 端 极限 存在 并 且 等 于 

inf y TAT. $ a=int STEI. ge 

limy TA || ind y A* TT =a. (2. 2-5) 
另 一 方面 ,Y e>o.d Ros EE E *y’ | A” I] {ate 当 rnp Ts i 
= kno ts 0&5 ro 则 
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pasyan A A 
于 是 


YA A Alc FA 
bn, 


noo MO HA 
lim] A" ff sure, 
由 < 的 任意 性 知 
ima] A Nh <a (2. 2.6) 


于 是 由 52.2. 5 C2. 2.6) 式 得 
imt A F =a sint A AY. 
2 寻 于 EC MA a TEE no M acen 秆 ~ T ay Late 


<lill @B= 3 A BE BUH) HH 


— 


(I-A) B= BADI, 
Mi? B= (AI— Ad AG pA). BEB 


(M= Ay = -5 ear (2.2.7) 
rCAdeslim~? T A" iy . 62, 2.8) 
另 一 方面 ,由 (2. 2. 795%, iA 并 且 FERC. 从 时， 
FOAIA = 3) fae. (2.2.9) 
m= 0 


于 是 了 C2 -ATDA A a RAT. 但 又 由 3° 
ac A rA Coe), 
根据 Laurent 展开 式 的 唯一 性 ,(2. 2. 9) BUG FC (ALS A T)AELA: 
A SrtA) Kay Laurent 展开 式 , 并 且 对 于 Y > 0. RITA 
Sv FCA) | 


24 GA) bey 
om wa RM BE RCH) IME ET EBEN 


[3 2.2] HE f 41 


17CB.) AF. SEAGER. | B Moo m=, 2). BREA 
| Aa SOCOM, A 


img A aree 


H e HEE E- wl 


üm A rA). (2. 2.10) 
于 是 由 (2.2. 8) 和 和 (2.2.10) 得 
lims 有 =) 【 


eee: 


TPE 2.2.7 ie fi @ Banach Ejh A eE oC AI.AE 
BLA}. Mi 

G) RO,AI- ROAD = Cp -DROAAR (2 A); 

(2) @BEBCY),AB=BA, M] BRO,AD=RAAIB: 

(3) RAAR AM SR ARAA). 

22.2.8 RATE) 设计 是 复 Banach WAC 
RCW). E pA SBMA Hn RMR, MW oC pCAyN= 
PLADS FY pA) RBA AA 时 相应 的 算 子 多 项 式 ， 

plo( Ay) ={ pA) AEA). 

证 了 明 HR AC CCAD AI POA Kate taAtanlaF 
0), 0) pal — p(A)=(AI~ AIQU.A) HA QU, ABR ABS 
at. MT QQ.4)€ BCA). AE pOH- pADREWRT. m 

(AI— ADQU, AM pO — ADT =T, 
(DIS p(A)) 7 AIS AIQ A) =. 
dy oF CAI— A) 5§ QCA, ADI BR QCA A) pal 一声 (4 都 可 交 
换 , 所 以 由 上 上 式 也 可 得 出 
(AI— A) (QCA, A PAM— play) 
=(Q(A, APD- p(A)) TIO A=. 
ae ft A ATEN. FE. 于 是 pO) Cap CAD RR peA 
oC pCA)). . 
AZ. ue pA). W 
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Peo pla) Sa, lA py CA, AE CAD. 
从 而 Axe GES 1.2.05), BP oC tA). Wj p LAE 
正则 算 子 . 于 是 weal pCA)), BolpCA Cp tad). ak 
al pCA)=pto(A)), 1 
设 2H Banach Bi}, COA DA EAS 中 的 紧 算 于 集 . 
RUS FAECCOR), AEC AZO), NA- A RARE. 并且 
RAI ADE Z 的 闲 线 性 子 空间 . dm =, I 0 ofA). 

定 兴 2.2.2 设 训 为 线性 赋 范 宝 间 ;: 光 “是 过 的 共 罗 空间 . 

(1) Bree, xe CH", zz 一 0 称 x' 与 x ER. it 
pala’. 

(2) BMC, NCA yY rEM, x EN, alc’, WR 
M 145 N EZ, 记 为 MLN. 

定理 2.2.9 76.2 H Banach 空间 , ACCCH YJ, AKO, A’ 
是 4 MRR FS. 

《1) #y¥€2. MAB A= y 可 解 的 充分 必要 笨 件 
是 yLNGQI 一 4A') ,NCI 一 4) 是 4A' 的 相应 于 的 特征 向 量 空间 . 

(2) Py ERT, WHEA A rcy TRDE 
要 条 件 是 y | NGI-—A), NGI-AE A 的 相应 于 4 的 特征 向 
量 空间 . 

《3) @(A)=a(A*), 

证 明 1 必要 性 是 显然 的 . 我 们 只 需 证 明 充 分 性 . 

E yLNA A), WW yERAI—A). 否则, yYERGI~A), 
HRA- 4 是 闵 线 性 子 空间 ,根据 Hahn-Banach 定理 , FE x" 
人 .有 ry 天 0, 但 对 于 站 y ERALA) 2G" =0. 由 此 ， 
对 于 Y cE BR, of =M AERALA). 

Cr. CA A = CAI Ada x =x" Cy) =0. 
WAA r =0, z ENAA). fi r'o, 这 与 了 上 
NOI-A) FB. his yE RAIA). 所 以 存在 XE 法 ， 使 得 > 
=(AI— Ala. 
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2” 必要 性 显然 . 现在 证 明 充 分 性 - 

Fy LNOI—A). FV ye ROU 一 4),; 不 妨 设 y= 二 (41 一 
Aa Sx" (9) 二 y" ro). BR x’ BAERE X HEHE RA 
A) CERRO WEE r 还 是 连续 的 . By. EROI ADR 
tii y= Al ~- Ad a yn, O(n > 00), RATED, FFE > 0, 
I} <AF—A) x || Sr x Il BM AS A a, Il Sr Il x, |. PE) 
为 有 界 序列 .4 Bs BU Az, to 对 于 y= Al Az, a 
取 极 限 得 到 ,az 一 z H AT—A 的 连续 性 又 得 

(Ai—Alz, = lim aC Adan, 
= lim Ay,, = 0- 
于 是 xzoE NCI A), APE yt Ca = 9, 
Xn" Cm =" Caney Ce) Coo), 
Bp lim ro” Cyn, = 0- 这 说 明 ,对 于 任 一 序列 {y,} ,都 可 选 出 子 序列 
{ya Eo Ina POs MOAT Lo” Cyn) OC cc) zo * 连续 . 
根据 Hahn-Banach 定理 ,存在 z* Et, EROAA E. 
x? Cy) =r fy 现在 对 于 Y res, 
(x, AT— A z= CAI— A) xy") 
= ((AI— A)T z9) 
=r" y =y" (oa) = Cry"). 
故人 一 4 一 2 是 方程 的 解 . 

3° AF AR. At ORR. Ang AO 时 ,4 不 是 AA* 的 特征 
值 ,4 一定 是 正则 点 - # dim <, HMT 4 的 矩阵 是 相应 于 
A 的 矩阵 的 转 置 , 故 绪论 成 立 . FA dim = co, MOE e(A). A 
Wi, OEA) OEP). A A= A 是 正则 算 子 .A -有 
RAB WI=AATE RAT RAS 的 闭 单位 球 是 紧 的 ,从 
而 和 是 有 限 维 空间 ,与 所 谈 条 件 牙 盾 ， BR dima" =, FR 
0EolA'). PUTER AKO, RN) ADE AC p(t4) 当 且 仪 当 4E 
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eA"). 

# AE CCAD HF AG PCA PH BI IR PIEI a € 2". CAT — 
Ajr=a FA HORE, AC Bla LSS A‘). 由 a 的 任意 性 
a NCAL-A*)={0;,M A A Be ~—-BA HBB ER A 
AE pCA*). 

A>. AC o(A*) MAA e ER ad. AR AE 
P(A). MZD SpA). F 

TE 2.2.10 i$ A WH Hilbert 空间 ;AE BCH). W 

《1)》 pf4 ={Ã AE plA)}. 

(2) s(A*)= {A AECA). 

证 明 只 须 证 明 (1) 即 可 . ACECAD AI—A 为 正则 算 子 ， 
ERALA =a A SLIEMA AG eA, ATA 
pv A)} Cpl A‘), AECA tS A, FERIA AE PLA" Tpl" "= 
eCA), MRDA HIE pf(C4 CIAA oA MMC) Bi. 

l 

Hille 推广 了 预 解 式 概 念 为 伪 预 解 式 概念 - HS ERRA 
线性 拓扑 空间 , 仍 设 BCA) RH 2 到 胞 ”内 的 一 切 连续 线性 
算 子 的 全 体 , 若 定义 索 积 运算 为 算 子 的 复合 , 则 BORER 
H AMER 是 定义 于 复 和 平面 的 子 集 口 ( 站 而 取 值 于 BC 党 ) 
HR TEANG HEMAN E: 

Jid, = A ad ws AE DG). (2. 2. 11) 

命题 2.2.1 一 切 Ji(4E D(J)) 有 公共 零 空间 NAAR 

RU). FeV, — das CE DUD) ABE ES NUJ) 
AR RIS). 此 外 , 伪 预 解 式 J 具有 交换 性 : 

Jud = dA pE DC). (2, 2.12) 

证 明 在 (2. 2.11) 式 中 交换 4 及 4. WA 

Dy ad ge AR pd = pA i 
将 圭 式 与 2. 2, 11) 式 相 加 得 出 
Ca— AV ad po gel = Oe 
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因此 ,(2. 2.12) 式 上 成立， 
利用 (2. 2. 11) 和 (2. 2. 12) 式 可 证 命 古 的 第 一 部 分 成 立 . 实际 


dik So 0 Bll 
{Ard 
即 . 
dada Cun DS rao. 


以 而 Jp =i EHRE Jala=O, 即 Jar 一 日 。 所 以 EC 有 妈 


共 的 零 空间 NON h Jaro dir= CAS ud adara BD 
FT CAS pda) a 
BSAA A AAE DOD AHA. 
现在 证 明 命 题 的 第 二 部 分 .内 十 

CI Ady) CE ped ASI ed pad A ApS ad ys 

(人 一 
TEA Aga psd adud ead a BEAD 

CIA) gda) = I — pel, UAT). 


而 
dyad , 
J wed l= es + 
mi 


(IAJ OUG- pl = i uda = ah tÀ a) 了 


CNOA US D Th,). 


但 
A A A . 
z ee Jd 元 re Bd TT il Ad 43 


HEAT 


E za Ada ire tice pd) 


= aly UI ad S Ua TA). 
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于 是 ,车 (一 yz 一 0; 则 必 红 一 xx 一 0; 反 之 亦 然 . 因此 ,7 一 


AS CAE DO)) 有 公共 的 零 空间 入 (一 上 让， 
a 
&r=1 a =] ao MA 


rT— àJ U pl, 
=U p] D Aid) = UAS U d). 
He A EDUR ty 
(E-AJ (87rd -- 8 pl, (ad = U S d x 
于 是 1 一 XJi Siew, 有 公共 的 值 域 R4T 一 万 EERE. 命题 
2.2.1 得 证 . l 
定理 2.2.11 伪 预 解 式 /. 是 一 个 线性 算 子 4 WHER 
— A SHENG) =10); Ait ROO A 的 定义 域 D(A4) 重 


pan 
E-e 


WA “必要 性 ”是 明显 的 . BSE FU GAIA. 由 于 
zeE NG), MO HEB Jix= 二 0. 于 是 
ezo—Ir=(Al— Alva (Al ~ ADO=0. 
Ake NGI) = {0}. 
现在 证 明 * 充 分 性 ", DENG) = (0). 签证 存在 一 线性 算 子 A 
(i = I-A). 在 此 假设 条 和 件 下 ,对 于 Y AC DC RI 
FE. 于 是 我 们 有 等 式 
AJ Spd, (2.2.13) 
事实 上 ,由 (2. 2.11) 与 (2. 2. 12) 式 有 
Fd AAT— J pd) 
一 人 一 /DA 一 JU 一 大 
= (AS dad p— CF a) = 0- 
从 而 得 (2. 2. 13) 式 . 我 们 令 
ASAJ. 
则 对 于 Y Ac DUD Aah 
J=- A)?! 
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成 立 . 故 定理 2. 2.11 获 证 . I 


§ 2.3 


Dunford 积分 公式 


i & 是 Banach Sf, ACS) BR Sa 到 SS ARP 
REA SES ABS Banach 代数 .了 是 B84 党 ) 中 的 有 界线 性 
By. 我 们 要 用 Cauchy 型 积分 


i f FRAT IAA 
r 


ori 
来 定义 一 个 算 子 (TA ASA . 

为 此 我 们 用 RRA ERASERS T HB CONE 
EARP APTECR SD). 也 就 是 说 ,对 于 任何 了 E 多 ,存在 
复 平面 C 上 芍 一 个 开 邻 域 U 包含 st7) 使 得 和 在 U 内 解析 . 设 开 
集 忆 和 包 售 cf 并且 是 C0) 的 解析 域 的 子 集 . 假设 区 的 边界 民 
是 由 有 限 个 正定 向 可 求 长 Jordan HAAR. ARAF 
POD VR ES 


ed p 
FT = | SORGT, 


其 中 右边 的 积分 称 之 为 Dunford 积分 ， 

为 了 简化 我 们 的 叙述 ,我 们 将 思 一 个 冲 接 方法 来 得 出 含有 有 
界线 性 算 子 的 解析 函数 对 复 变 量 z 的 线 积分 . 设 Ti(i 一 1,2,*…') 
BARA 内 的 有 界线 性 算 子 ,其 中 法 为 Banach 空间 . 

HAm 0 二 1,2,*…) 是 洛 复 平面 上 正定 向 的 可 求 长 的 简单 连 
续 曲 线 ( 或 有 限 宪 个 这 样 的 曲线 之 并 ).% 上 的 连续 复 值 函数 . 我 
fle . 

1 | orodz=[| pode) Ts 


4g Hilbert 空间 上 算 了 地 的 谱 理 沦 Cf 第 二 章 ] 


N 


2° forts o, S ye T, jd z= > 上 hadda) Ta 


r 


3° y S, PDT B 3 | | L: 都 为 强 收敛 时 ,有 


fi > be (2)T;\dz= > | | gaz] Ta 
这 样 我 们 可 以 省 却 许多 平行 推理 . 
ETC BCH). 由 2.2 中 的 讨论 可 得 
lim | Far, (T) = Sup. JA Ea 
其 中 KDAT ARECA T EET. 
Fl Sr CO m EEM e0, M Al rC e 时 ;由 定理 
2. 2. 6 知 , 级 数 D ATTO AKAR CAO HSF T 的 预 解 


ROT). BIODER] | <r HEO R 
值 函 数 , 则 此 函数 的 Taylor 展开 式 


a FO) a 
Fiz) p ni 
AU BOR IE rr DRT r Tte. FER e0, GG ec Ml 
frm) if fA) 
7 n! s |, A grat re Anti dÀ, 


FPD | _ 
es 7 中 | cag raTa t (ry CF DESSA 


其 中 Myra = max ISOL 当 n> NS) at. e< 
D+ S| ,于 是 

| FD) ry 

3 


! 
7. on! 
nie] z! 


y 
1 
SMa O 和 g [pet]. ‘ 


went] r TO +E | 
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此 不 等 式 右 端 当 壮 充分 大 时 可 以 任意 小 RK 


3 peo) 1 FCA) 
> p= 之 £ | 2 Ale tad, 1” 


r T3 be APT) 


SARAN. wih : a 7). 4 时, 亦 为 强 收 侣 的 ， 故 依 定 
Bri haw et RGD IAA 


yd FAD) apa 


JL Ord dai eTo APT j 
~ > LO =f. 
由 此 我 们 得 到 Dunford 积分 公式 ， 


f(T) = | ma RAT IAA, (2.3.19) 


rr} 


ut ROT) = GIT) 2 iT 为 工 的 预 解 式 . 

在 以 后 的 讨论 中 我 们 党 常 需要 下 面 几 个 Dunford 积分 的 性 
im. 

定理 2.3.1 WROD hea A he rD p R A A- 
See AE Br B EF BLA BA S OD d r anO +O) AFR 
B. BHAC he SRM RP HARR E. 

IEA 由 假设 条 件 , 对 于 任 给 的 点 >D, 必 有 Ne)>0, 使 得 
对 于 rE (2s ziar T Te ed} ,nm Nt ) 时 ,我们 有 

| f(z) fa) ee. 

Mii. 2 N GE, 

PCL) — FCP fi 


i 
= | ‘D> ; FOF, ODATA] Te) 
ati [Ai zre tt i E 


- ap? [EA fA] + | 一 sa iTe] 
SEE ya 
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1 S reba E =r E) 

Son ppe? OF" 2 T r= TYY, 
BR n 充分 大 时 ,上 不 等 式 右 端 可 以 任意 小 . Beis CP) } aR oe 
F fT). l 


iF (1) as K (z; |z| Ar C TaY 6>0) A RIAR A 
BC) PPR EAA FCT E 3. 1) 式 定义 的 算 子 ) 所 组 成 的 
集合 ,其 中 了 是 Banach 空间 2 到 自身 内 的 有 界线 性 算 子 并 且 卫 
MIREIA rT). 

定理 42.3.2 BID. DEFINA HH e 为 复 常数 , 则 

(1) ef +pgi TEFC). 

(2) ADe EFE). 

证 明 (1) 式 显然 成 立 . 现在 证 明 (2)， 

设 及 (二 了 CUDgCD, 则 存在 5 沁 0,k EKR e lel arn Cr+ 
81 内 解析 ;RCT)E 多 (T). SHERMER ACTH fe (1) Bp 
可 .假设 

D = {zi lel =r T) +0 0H} 

D= le; Jz | =r C1) 0i <0" <8}. 
由 于 are, 

RAT — RGT) 
一 (好 一 了 一 人 PE 一人) 一 
=I T) GT) Ga TI 
—AI-T) 71 OI-T) Gal - TT) 

=QI-T) "(Gal T) ATI TY 

S (SYRA TIR GST)» 
Rp 

ROGTIR GG D = UYT RAT -RGT)). 

Eue 


FDTD) =| Lyf | FEGAR TRG Td udÀ 
1 2 


[$2.3] Dunford 积分 公式 a] 


= 去) | f Lg E Dn Best) :ga 


ZTE 


= | Ro Sai 二 | dA 


=i | BR GGT of st | saa) dp. 


AA ACD, ED, 的 内 部 ， we 在 工 s 的 外 部， 所 以 上 式 石 端 圆 括 
号 中 的 积分 分 别 等 于 SEC 和 0 因此 


FEDE = f, FODOR T IdA=R CT). | 
2 


定理 2. 3.3¢ 讲 映射 定理 ) BOCK (TT). 
FTH =ef EO) 

证 明 BAET HEM 
g-i FUD 


A— pt 
考虑 
f= enol, oust ORATI (2.3.2) 
et =- 7 sy] a ren ` 
g(T) = C228) Ns ORT dg (2.3.3) 


r= 1 RG Td ps 


从 而 


hart 


F= Cn] pant FART Ide. (2.3. 4) 


PAY HC 2. 3. 2), 02. 3. 3) CZ. 3. ask, 
JDI FT) 


= Cr yg FO ~UR Tdp 


= (2i) af att ME RG Dd 
=I). 《2. 3. 5) 


he. GOVT 一 f(T) 有 有 界 逆 {f GT SEE = B, N) h 
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(2.3. PDR COB HOI TAR. Hedy AG a (TD) ey ey 
FID EaChT)). 另 一 方面 . 设 4AEetrt 7 (ig AE aT’ 
WRN 


pD GOSA EF, 
从 而 
EINES IIB gO GO --A)=1. 
则 对 应 地 有 
gtT) (FCP) -AD = 1. 
RB AC CSTD FB. HMAC OPTI BE AS 
Fotr. Bz. f GT Hel fC). | 


§ 2.4 


ITEA ARR eB T 


定义 2.4.1 BH% Hilbert 空间 ,4 为 H 中 的 线性 算 子 . 
车 对 于 任 给 ce IE Arn D0, MAE 4 HERP RY 
ADO: (Arr) <0, WARS AWARE. ASO; A 表示 
(DA H(—Aaiad=—1+ (Aric) =— (Azer), 

由 定义 可 得 下 面 的 关系 : 
QQ) AzOR-— AZO, 
(2) (Arar) Bory rE HDS —1* (Arr) 
Sf Az.) SOS — ASO. 
利用 正 负 算 子 的 符号 表示 可 以 考虑 Hilbert 空间 五 中 的 算 子 
FEA. 如 果 两 个 算 子 A BHBA- BATA. Hi A— B20. 
我 们 就 称 算 子 4 大 于 或 等 于 算 子 呈 , 记 为 4 二 有. 于 是 
(2) A-BROSASBS—1+ (ARSO 
Sh AIS BA. 
(4) ARB A ARKO A820 H A- BKO 
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A=B, 

由 此 我 们 就 对 任何 Hilbert 空间 A 中 的 爹 体 线性 算 子 构成 的 
集合 , 给 出 了 了 次序 的 概念 ， 而 将 此 集 人 台 看 作 平 序 集合 . 从 而 Zorn 
SEAS TRY CA FA. 

命题 2.41 TRA} Hilbert 空间 好 Yaa FAP. 

G) BALA Coe). M A AER F. 

(2) AAB HAER WATBUR A 均 为 正 算 子 . 

WAR 1 JAC A,r) 0 RAR PRR CAs reo RR AK 
正 算 子 ， 助 {1) 得 证 . 

2 AB AIST. M 

(Ar ATI A red Of rO AH), 


从 而 
(A xr se) = lr A eed. 
jra >o 理由 
(AS Br mA HBr a0 CY rE A} 
推 得 AREO. 因此 (2) 得 证 . l 

AH A yA Hermite 线性 算 子 ， 则 对 于 任何 正 整 数 
n, A RIH A 亦 为 有 界 Hermite REBT. 

Ber. AT ATTA. 设 ATTA Hermite RTO mAT 
ty Hermite MAEA E AT ASAA. TAS Re AD 
Ap Ad ACA A SAA" 豆 由 归纳 法 知 , A” 亦 为 THier- 
mite $F. A" 的 有 界 性 是 明显 的 . 

以 实数 c(i 二 9,1,…,n) 为 系数 的 多 项 式 了 (5) 二 2 ct 相应 


TH 内 有 办 Hermite AET 4 的 算 子 多 项 式 了 (4)= » cA 
aH A AA ARES Fi H Hermite Be. PLAYER 为 对 应 


F POWA Hermite 线性 算 了 .我 们 知道 实 系 数 多 项 式 rO., 
QOLA ATAMER PADRA, Ma. OHE), 
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PQQG) 相应 的 算 子 分 别 就 是 aPC4) 二 5QCA) PCAIQCA). 但 
a,b 为 实数 时 , 它们 随 有 4 为 Hermite 有 界线 性 算 子 ， 而 亦 为 
Hermite 有 界线 性 算 子 . 

定理 2.4.1 设 4 为 Hilbert 空 间 互 内 的 Hermite 有 界线 性 
算 子 ， 如 果 CAx,zx) 在 上 xz| = 二 1 LA LAA R PRA SID M, 
m, ME mr 所 tM 上 取 非 负 值 的 多 项 式 上 (和 所 对 应 的 算 子 了 (A7 
HERT., B PCA, 

证 明 ”要 证 rD, BERR TCA, WPA a) 
0. QETE mM H PS p BT DAHER PCA) HER 
F, BKP r) 20, Y rEH, MMF POSO 时, ER >00, 
AQOWM=Pate, PHHOW>O, FHM Are) =P (Alex) 
+elr sro. Sed, MCP CA) roc) oO. BDL. REM 
PODO, mat M ER CP CAD cx) 0. 

Tk PQOAIRE pxr. 有 恒等式 ; 
ct = Cy MUS m) mM e C@—m)+(M—p)y 
而 


£ a 
P(t)= > c= > até my CM —ty™, 
k=0 


HHN r EAA AT a 0 4 一 0:1;2…r)， 这 一 问题 万 是 
Hausdorff 的 力矩 问题 ， 事实 上 ， 当 己 人 9) 为 一 次 式 的 情况 : 
PO =a KMN +a Gom) >d, 

当 己 (为 取 正 值 的 二 次 式 的 情形 , 即 
; at2bG—m)+e@—m)’, 
Heh a,c>0, ach > 8, 否则 上 让 可 分 解 为 一 次 式 形 式 . BPH 
为 p( 宇 2) 次 式 的 情况 , 利用 

S Eam Mt 


kad 


aig >0. 


a 
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=| um + (M—2> = M mm) 


i 


chi Cem) CM — 2 
1 


=[t—m) 4+ (M—1) POS mm)" 


- 
ll 


f 
ta mY SCM) e+ 
k2 


=[G—m)+ MM) = Me m), 


b=] 
二 


é 
Pisa X) ham MD (MM— mm) 


k=ů 


2 
HUS m) >) coilt—m) MD /CM— mm! 


k=] 


£ 
te(t—m)? >) cst—m) MO /Mm 


kan 


l Gm) (M 


(eena gk(p—1b , ACE 一 1)c | 
CM m CM me Cm 


然而 

pl p—lDat 2k(p— CM—m)E th (Mm) 0, 
其 中 = 二 0,],2,-…,p， WH p 充分 大 时 ,的 二 次 式 的 判别 式 

[2¢p—1}(M—m)b—(M—m)*c}— 4p (p— DM—m) a0. 

当 PC 为 三 次 式 时 ,PC 可 化 为 一 次 式 与 二 次 式 的 积 ; 当 POW 
四 次 式 时 ,下 (可 化 为 两 个 二 次 式 的 积 ,并 县 丙 者 在 PC9 盖 0 时 
可 同时 取 正 号 ; 恢 次 类 推 ,直至 次 数 充分 大 时 

-充分 大 时 ,不 妨 设 * 为 奇数 , 则 PG) 对 应 的 算 子 为 


P(A)= >) a AmI YMI AY (a>0). 


于 一 各 


Hs 为 偶数 :网 7 一 : HAR. 令 
A= (A mI y MIAO, 
4 一 MT 一 4， 
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则 
A A= Am MI Ay 
并 且 A, 43 与 4 可 交换 . HERVE A Ally | =1. 04 
(Any. y) = (My — Ay. My CAy y EM--M=0, 
KM ER EH BAO. y= po BU yl l 所 以 (4sy， 
yo. Fb. (Apr. reo, Ml A, HIER F. 又 由 
AA = AA Al =A: 
WER 2 CH .我们 有 
CA Ale T= A CA Ash read 
= (A Aor. Ayr) = CAA 2 Ar) 
fk AYA, 为 正 算 子 , 并 且 由 于 acho. Bika APA, REAT. 
同 理 可 证 s 为 奇数 时 ,a.414; 为 正 算 子 . 故 对 任意 正 整 数 都 
aAA REAT. 从 而 GD 对 应 的 算 子 P44) 为 正 算 子 . A 
此 定理 得 证 ， l 
设 实 系数 多 项 式 PUG), 2, EMIS 上 为 不 减 的 ， 
Bp 
PSP OSL SPO 
且 具 有 公共 的 上 男 K. 则 此 多 项 式 序列 收 敏 于 一 枢 限 函数 FP Ce) 
(mt) IFA FOE MUM 上 有 界 . PE mM 
EPO. BMAP. PARP.) M 
PÈP EK’, 
Pat A POO, 
Ke PP O0. 
于 是 ,出 定理 2. 41, AP CAD POA ROI PAB 
为 正 算 子 . 因而 
o SPA tS (Pag Aa 2) 
KCK Iro) =K Cee). 
flim (PCA) x +2) FFE - By goon, hil 
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PLS P,P, AEP tr), 


【已 (SC 
令 2 上 不 等 式 左 右 两 端 收入 手册 一 袜 限 . 于 是 
《一 
= (P(A) + PPA) —2P CAP AD cer) +0 (n too). 
AMD. HP ADS PCA)? 为 Hermite 算 子 . 旭 我 们 有 
PELA -S Pr A rx} 
= (PA) =P AÐ (P, AL PADD) 
=|} PA Pel Ade (20 Cak tee). 
AK PCA RSE REF PCA), BD P,O ARR BP) 对 应 
的 算 子 FCA). SPA FOE. 事实 上 , 设 
P OZPL LP, O POFA), 
QOL WMR EQ DD, 
假设 PAD LO ATAT EOR GCA). BE p Ng 
充分 大 时 在 
PO ELO QI KPD. 


从 而 . 
(PCA) A aCA) 


QAD adL PLAE). 


因此 ;车 P (AIF CA) .Q,0A) GUA), W 
(FCA CGA Jes EF Aaa). 
由 是 ;对 任意 xEHR， 
(FCA Mr r= CO Ale). 
he FAS CCA). 
定理 2.4.2 E mM 上 有 


58 Hilbert 空间 上 算 于 的 庶 理 论 L+] 


POPOR SPOS, P OFO aH o), 
QO, WIL. ORL SO, Se QG ne bos), 
BGS FU), WGA)-FA) HERT, MGF). 
证 明 (Ei E> 0, 4 充分 大 时 ， 有 
Q,09—-P,G) +eo, 
从 而 
(QCA) PCA + el) r) 0, 
Agt, eo, WA 
((G(A)—F(A))z,2)20, YEH. 
HGD SFE, BNGCAIS F(A). I 
对 于 名 项 式 不 减 序列 的 极限 定义 的 函数 F, O A F FCA) 
@FG=1,2, W Mak) Ca 之 0) 对 应 于 Saka) WF; 
F(t) FG) SEF FCA) FE, (AD WF. 但 下 (一 下 (对 应 于 
F(A) 一 上 (4) 不 由 不 减 序 列 的 极限 而 定义 ， 则 此 对 应 只 是 规定 . 
然而 ,此 规定 并 不 矛盾 .事实 上 ，, E 
Fi) —F,() =F, (1) — F(t), 


即 
F, £) +F, Ce) =F, (t) + F(t) , 
从 而 
FCA) + FCA) =F (AI + FA) 
故 


F CA) FLA) =F; LA — FCA). 

以 上 所 论 乃 实 系数 多 项 式 和 此 类 多 项 式 的 不 减 序 列 的 极限 画 
数 以 及 这 些 函 数 的 和 差 积 构成 的 全 体 函 数 所 成 的 集合 , 并 记 为 
(N). — Ahe. CAO AES 76 FO) GORAH MESNA 
的 极限 或 为 这 样 的 极限 之 差 . 故 有 

FEOF Ft) GOad=G,@)—-G,@), 
其 中 FF, GG, 或 为 多 项 式 或 为 多 项 式 增加 序列 的 极限 、 因 而 
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FW@4+60) = (FG) +6, @)) — CF,04+-G6,0)) 
FÐ- GO = (CF, 0)4-G,@))—-€F,0)4+-G6,0)) 
从 而 
LRC GAD — (FA +6264) = FCA) +G(A), 
(Fi CA) +6, (A)) - CF, (A) +G6,(A)) 一 FRI4) 一 CCQ4)， 
#H. A 
FOG) = 0) —F,@)(G, )-G,@)) 
= (CF, 0G,G)+F,0)6,0))— CF, G)G,0) 
HEUG), 
我 们 有 
CF CAG CAI 4+ F,(4)G,(A)) — (FI AIG A) FFAG, CAD) 
=F(A)GCA), 
H F(A).GCA) Ai BRAT . 
综 上 所 述 , 我 们 得 下 面 定理 2. 4. 3， 
定理 2.4.3 CN) AER FO) RR EAN Hermite 算 
F(A) FARRAR. NAN RHR FO ,GC) 所 对 应 的 算 子 
F(A), GCA) ATERN SRA FOLGA) e GOA airt 
于 五 (4 十 他 (4 FCA) + GCA). 
EE 244 BA HARA Hermite 线性 算 子 于 Hilbert 空 
E HA. KA ee Me ad 分别 为 4 的 下 确 界 和 上 确 界 ? 上 
的 连续 番 数 及 连续 函数 的 不 减 序 列 的 极限 函数 之 全 体 表 为 (wo)， 
则 CNo) 为 (CN) 的 子 集 ; 从 而 (Ns) 所 属 函 数 fQ) 必 对 应 于 唯一 的 
Hermite # F F(A). 
证 明 ” 任 给 生生 M LERRA PFO. AE RPD, 
使 得 
FOSE P Ca 
这 是 Weierstrass 定理 的 直接 结果 ,由 于 


Pra P O- at <z> 
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Pa (1) PODO, 


Pen GP). 
ik FOO AKRA E MAH I IAA BR, BP EG) E ON). 其 次 ， 
HESS A BAY m a 
PFA) Fae) pe FG) oe 
ERR EOR eS Wisk AH FARR. 事实 上 :满足 


[rod O <a 
的 POTE E P,a OSP. POFO a). 从 而 
定理 获 证 ! 


定理 2.4.5 (NO APB SOG maiM LR POS 
o FQOU KAU T FAD RERI Hermite 算 子 . 

HAR AGOS Fa) telo). 则 GO 之 e>0. M C) 
为 多 项 式 的 不 减 序 列 

POSPOLU e 
的 极限 , 则 有 > dEi Pe, Ba PASO. 所 以 
GCA) =FCA) +e 20. 

“ye 0. WIE FCA SO. 故 定理 得 证 . l 

定理 2.4.6 ONORE PARR POUL) ig 

EWARC SS e H FED —SFG) moo). 


则 
FDSEA A FAA)>F(A) Gree). 
证 明 依 定理 2.4.4 的 证 法 可 以 选 出 多 项 式 序 列 {P,(9 使 
得 


PSPS SPOS, 
PCOS) AP, GG) FO Caer oo}. 
WA PCA) FCA) Cn) PCAN CAVSFCAD. A 


[$2.5] 谱系 与 谱 分 解 BY 


ECA FCA) Oreo). 


因 些 定理 得 证 . I 
§ 2.5 
谱系 与 谱 分 解 
EXP RR EOE: 
k w= 
oo0. 
WE ORO 点 为 不 连续 点 ,并且 A 
E- (DEN). 事实 上 ,如 图 取 4 BB 
OB=1, BB, = L, F, G) ; ON 
. = ki n n kd A É 为 折线 N 
AB, OC RHEE HR. Ml V 
FD S Fn U) A FG) > _ . 
E_E) (ao). 9 rà 


KMS EGO Hermite 算 
F E- (4) 必 然 存 在 ,并 二 由 
(E (QV SEL (DUR E (ADVS EL CAD. AEA ARH 
F .1 一 E_tA4) 亦 为 投影 算 子 ;以 上 +1(A4) 表 之 . 显然 ;对 于 E-(4) 
5 E,(A) ,我 们 有 : 
G) E CAVE CAD=E_CAIE,CAD=0; 
Gi) E- (AOR E 《4A) 同 为 正 算 子 ; 
(ii) E- MLS AE_(CA)20; 
tE (2) 20=>AK,(A)=0, 
其 中 AE_(4) 5 ALL (AAPM CE ORE OWMR Fs 
Gv) 由 EC 一 0,E4(0)= 二 1, 可 知 对 于 Ar =O eR 
E_CA}r—=0 EA r=. 
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于 是 ,我 们 得 到 下 面 关 于 Hermite 算 子 4 的 分 解 定 理 . 
定理 2.$.1 对 于 有 界 的 Hermite 算 子 A. EHR ST 
E_(A),E, (A), 使 得 - 
I=E_(A)+E,CA). 
Ep E- (AYSE (A) E, (AY SE, 04)， 从 而 ,4 常 可 分 解 为 
A=AE,(A)+AE_(A), 
其 中 4E_(41) 为 负 算 子 :4 已 (4) 为 正 算 子 , 并 且 对 于 4z 一 0 WK x 


CH whe E- CLA)r=0, E; (AJr =r. | 
TAA, 
ETAR fat) = 0.122 A QM LGN). RAW 


Hilbert 空间 H 内 的 Hermite FARMERS Bom | zi} < il Ax | 
<MIcll-A@AMTAF ACD) WR EOS. BAG 
AG) WU EQY=EQ). KEQHHRBAF As0n, E0 = 
E_(A). 下 面 我 们 给 出 关于 算 子 有 (4) 一 E() 的 几 个 重要 性 质 . 

性 质 I FAs. h 

EQMEQGO=E() EC) =E. 

证 明 BFAD FOS RIF CANCE OM fA 
(=E GO). 于 是 ,根据 定理 2.4.3, 记 (4) 和 (4) 均 为 可 交 摸 算 
子 .所 以 

ANF A= f, CADP CA). 
又 由 
FOP A= fs, AS pee 
可 得 
PAF.AY= AY. 
故 狂 质 i 获 证 ， I 
EEL D Base. WM EASE); 
GD ary. M] EOE). 

证 明 由 于 五 (4 作为 的 函数 万 是 左 连续 的 通 数 ,于 是 , 根 

据 定理 2.4.4 和 2.4.5. 了 以 及 
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FE @) Asp, 
(F070 Ar ps 
得 出 性 质 工 的 证 明 . l 
EREE O Asm. M EQ =0; 
Gi) #aASM. W EA) =L. 
证 明 由 于 
py Oat; EMSA lA), 
1,A>t; 
meks Axl] SM |l a l 
于 是 , 当 Aso A WY fC =0, Br 
E(a)= flA) =0. 
ARM BAD? WW ACO =1. ST 
EVA) =f Ai. 
BUTE I HIE - i 
EAEN Ace M ASE CW) ~ ERE A=. 
证 明 EM. 
EQ ECA) =EQ) EQ) =E) Ap. 

于 是 ,根据 定理 2.1, 44 为 投影 算 子 ,4 WERT 420). ME) 
SEQ). ġġ ASA. i 
MY (A-ADAWERF.(A—-2D4 为 负 算 子 ,并 且 
ASETDS AAr ep Arn, 

Heb isp, HAS | Al Spe 
证 明 CA AD AWHMFOC—A OG) AERA. 但 


LASIS A 
Ja fO S | 


0, 其 他 ， 
HELA O SNE 20, AM., 
(A-ANM FS, KAI— SLAD 20, 
Bh 
(AAD A220. 
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同 理 可 证 (A 一 gD AO. 
AFA ADA 为 正 算 子 ;人 4 一 174 HAAS. BD 
(CA-AD Ar TO (A pl Ar, rd), 


HEBD 
CAdr, TI ATArT sr) 220, 
(AAr t) — C ulâr xc) 0. 
SEAME 
ACAr MDE AAr TIAN x). ] 

以 上 关于 ACAD = ECA) = Re A 的 谱 族 CSpektralschar)、 
iti > EK : 

ISE_CA)-+E,CA) 
为 Neumann 单位 分 解 定 理 . 

ERM mM KIRAI AA Am = MLA A 
TiS M. & EOD = Ep A= E a — ES E A BOA. M os 
Ap 21 为 4 个 投影 算 子 序列 ,并 且 

ECA) =E Om =0,.EAI= ECM) =I, 
A, tA +e +A, =E,-E y=, 
Aad, = CE, E CE. Ev) 
= En Erm EnE EE HEE 


Bice Wht! ， 

Er Eep = Enpo EEn = Eo 

Eg Oe Em EES E- 
从 而 AAS Sie. Mh A tg A, i Aam BY 

AAt Au 
为 一 正 交 系 , 亦 是 一 个 完全 正 交 系 ， 事实 上 , 若 44 一 0G6 一 0,1:2， 
so —1), M] 
Al= `} AA, =0, 


从 而 A= Al=0. HELL A HF eC. Arm 则 
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f= Ag-b Ay tee te Ay 


施 于 xz A 
Ayt barb +A relic er. 
即 是 
pe OB ghee pple | 
并 且 


《开间 下 一 【和 
=(r,0)=0. 
故 z 可 分 解 为 上 个 元 素 or I ZR ERAS 1 万 构成 正 
交集 ' 由 于 A, ABA T.A A’ =A, BREA, 
a || E = rsr) = Uae) = (Ate +A ae) 


= 3 (Arr) = S LA rT) 
i= Pad 
-Tran È pacts 
i=0 r0 
改 有 
l= So dae dts Š pai. 


南 五 (4 的 性 质 Y ,我 们 有 
和 
任 取 ,使 得 入 i+ TO 
| (AAga— pidat E) (5 A Ag) Caer}. 
由 于 
CAS aD Ar re) = CA S aD A ar) 
= (A pa hT At), 
TE $ yrd WA 
[CA aD | hy ll ® 
HY A- ud A Hermite BF RL A aD y | Ely 时 
KCERI CAS aD DE yl SH CARAF ES 
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(Agi TAD. ER ii J isi 的 限制 , 则 我 好 有 
| (A— et Ae || SCA AD i] Aux |l. 
BEE CA — DI Agr R= 01,2 n DR- ER. 由 于 
(CA— Ar CA eA) 
=((A— wa. LA wld Aa) 
=(CA— i)z 0) 50, 7k. 


故 有 
ul1 =l 
(MS CapDAr, > Asa As) 
=0 a=0 


a—1 
=| 3 Asaa 
k=0 > 
= $) QAS aD Ar A aD A) 


= $) (A2 aD Ae l. 


=g 
4 ô= max lA AD. M 
| CAs aD Ar || <6 |] Age |] =ni 
从 而 ,我 们 有 


n—l n—1 
| 5 CA— maDAr)| se || Aux |} = I} x il - 
k=o k=0 
a—1 
ER OD) Ar=ir=r j] 
koro 
n=l 
| aa— D mðr l l 
=O 
4 6>0.N 


=] 


> frye AX + 
ko 
Hp 


lim( 5 TETEA =(Ar,x). 


人 站 fad 


注意 
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a—l 


-1 1 

| > BATT) = SD alha) 
b= 12o 

—ı 

= tl Ena M Eara), 


=a 
> UE Bae) = irr). 
#0 
hae 

POSEA r), 
MW OOBAmceM (HARES BA. 从 而 


avi 


lim > a (P AnD BAN 
oO Io 


af M 
= faoa = [d Era). 
IEH Stieltjes Fa. KB 
Carsz)=| AEA zz). 
同 理 ， 
af 
GD 一 | dCECDzsz)， 
定理 2.5.4 A $ Hilbert 空间 内 的 有 界线 性 Hermite 算 

F, FORA ARR. WA 


M 
@2=| dLE, x). 
M 
LAz.z) =| Ad CECA 2.2). 
WEER, ROSA RR TF: 
M 
r= AEJ, 
M 
4=| AdECA). 


前 面 关于 A< pn, A=EC) 一 E() 乃 是 投影 算 子 , 即 为 (No) 的 
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oi IX 
: 1 "Ae 
gt 
DA 


所 对 应 的 Hermite BE. WOH pA ii COUT R 


但 gle RAT AC) Th Ab 8 HE GEEN A Te BS a 
fe BRAY — 200 BB L-O AR PRA. 证 明 gi) Xii AY 
算 子 A RAR RR AC) Bp SP ay) Hermite WF ALA). Bl AC Ay = 
P(A)=ECA40)-- EQ. AGM eo Arama BA POA. 由 于 
ECA) ECA). ECO = EU+0). POPE] P OO. 从而 ,出 
Ax ws BI HEB ACOA, =0. Auth. Sate BBR SEO 与 
PUDER. Rik moe, 如 何 、 st h, OSI 而 有 


E=] 


Y Pei, 


从 而 ;我 们 得 
È 
S Plaan Ear), 
i=] 

WA 


rn P 
Y (PU aya ST Pp) Pea) 


il p=] 


F pa 
= > | Pep dx ?se x I. 


一 了 


HOT RY ilr lat. i PGs del 的 加 至 多 只 有 一 个 ， 
KM PGO Py BM n BERETT 继续 论证 下 去 ， 
则 使 PUD PO) p BE AAT MSS MS HK 


一 定 依 大 小 的 顺序 ?可 写 为 
加 
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这 些 就 叫做 A 的 点 六 A Pa oe POD MA 


> I Pax tee fr 


WLS N tooo MALTA A eee 


5i il Par! ta lle 下， Ps Py PP =0UÆk). 
ro 


BOP, "为 一 正 交 系 
假设 虞 (zz) 在 点 谱 以 外 之 点 处 为 常数 并 且 假 设 点 谱 只 本 
BEL A= 0 ARA 则 在 区 间 mers M kA E 
MSA A oe ORT CALM. 
FE BERR CP CAlar 005 在 点 谱 外 (CPUa7 ao) = 0. 
(PÐ rar) = lim { CE (gor ea) -- CECA) rT 


则 
Af . 
人 和 : Ad CELAD TT) 
-= SPURT) + > ACP LAI sx) 
ret -] 
= S A || PADa 全? 十 5 Al PAD h 
Bat fel 
age vy 45 


co dz0ECDzsa) 二 5 Por © PODEN. 
EEEE ER A - 


EZ MEEO D EAE LRAA BR MW 


[ewr] ABO 2 RAH O 此 时 了 称 为 4 的 连续 


BRB 4 之 连续 谱 存 在 , 则 (xz,z) 及 tA4x ,x) 决 不 能 写成 平方 和 


的 形式 . 
Hermite 算 子 的 分 解 定理 ”A 可 分 解 为 8 与 忆 之 和 :4 二 BB 十 


CIUR B WRH AWA Hermite 算 子 .C 为 除了 连续 谱 以 外 最 多 


RALA 0 AFAR RIG Hermite 算 子 ， 
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证 明 FF POA) == E0CA+0) — ECO AA Bee 


OÀ, 
hi) = | 
1 一 4 
ipt 相应 于 APOD, # H. 
ÀA =À 
m=] 
OEA 


对 应 于 APA). 
AP(A)=PCA)YA=AP(A). 
从 而 ,我 们 有 
(A~AD P(A) = P(A)(A—Al) = 0. 
国 为 POAVFE AA ATH Ar Ag REAR A OT 
{A— ADP (A)r=0. 
WA y Err 有 

l 《4 一 41)y 一 0. 
FE, AHA By, Te 

Ay= Ày. 
BEZ: 当 4 了 到 和 值 为 ;入 ,… 时 则 满足 

Ay=Ay 
Ay AR OAT ye FETE. READ y 态 相 应 于 特征 值 * 的 特征 元 案 
y= PAY. l 


第 三 章 


梦 载 关于 算 子 函数 的 不 等 式 理论 


本 章 将 用 来 报 述 锣 壤 关 于 算 子 函数 的 基本 理论 ,这 主要 是 关 
于 一 系列 经 典 定理 和 经 典 不 等 式 的 算 子 化 . 正 是 这 些 工作 导致 了 
算 子 函数 理论 的 确立 并 且 为 该 理论 的 发 展 葛 定 了 基础 我们 将 首 
污 致 力 于 算 子 解析 函数 的 某 些 基本 不 等 式 , 投 述 并 证 明 攀 岳 关 于 
真 压 缩 算 子 的 基本 定理 ;之 后 将 给 出 算 子 晴 数 的 Schwarz 引 理 ， 
Julia 引 理 以 及 Pick-Julia 定理 的 算 子 化 :最 后 我 们 将 研究 算 子 解 
析 阴 数 在 重合 过 程 中 的 某 些 性 质 以 及 von Neumann 不 等 式 的 更 
为 精确 的 形式 . 


§ 3.1 


FF eR EA EM 


if AW Hilbert 空间 五 内 的 有 界线 性 算 子 ,A 具有 道 算 子 
4-1 则 (4 一 一 (4-0 "A 的 谱 集 各 为 (4) ,其 谱 半 径 A= 
sup, lel; A ABER AW CA") BFE CA" = sup. lel. 
CCz1 一 A)* )-! 随 (xz1 — A) Fee BE eB RE 
WA. HS. xe ol A), MW recA") EA Mize 
of A) {Elz = ZL ter (Adar (A). RST lel >r 
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BRR lz >r At Wy |e fr CAD. Cel — At) = (al 
A‘ > BE CGI AD ZI EA E PAPE BER . 

fA a= ic: le] <1) AA TR | fe bie 
A). 设 有 界线 性 算 子 4 Ae le A A PE (A= 
Sup lel | Al <l. 选取 -使 得 | Ab Srl. 则 预 解 式 (z7 一 
A)” :存在 且 连 续 ， 并 且 在 lz [一 ” 上 


GPA) = Say. 1. 


W Dunford 积分 意义 : 
PA= | FIA) dz 
= Soa" 
其 中 an, n=0,1 32，…… 我 们 称 紫 算 子 CAI A Hilbert 空 
fl HAATI ER S - 


由 谱 影 照 定理 (定理 2.3. DAA ORRERA oC PADI = Se 
CA)). HA R jel Ern BAREA CCA. G/CM Sle 
(A) FA SOD A Aa 内 的 闭 集 . ho fA a EMR ela 
Ram} A . & 


P=maxl Raaers(A)}. 

Wyle mt. z> (A), AM GILATRGIAA DRE 
Apes Yl ele Biel Rem AM GIE SCA TRG E 
FCA) 7 FEE HES - 

A T A ERAR SRT RR BT WA eB 
BEPC ETH 1. 丛 在 此 之 前 ,我 们 首先 证 明 下 面 一 个 等 价 关系 . 

引 理 3.11 A 5 Hilbert 空间 五 内 的 真 压缩 算 子 
(VAL <1). BRIDE a ARRAIO LSI GEEA. 则 了 


一 FCA)* f(A) > 0 4410 4 Reg (A) >0, 706 gon Pte. 
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WEH F 


=P AYE OAT 
+ EF- FLAP VUES FLAY 
= OF FCAT ~ FCA CE PL ADD 
4 CI FCA PLAT PCAN! 
=RU e FLA ECA - FCAT. 
Hot TCA =f- 而 
ReglAd= (F= f(A OT CAU- FCAT (C9.1.1) 
ft Reg AOR fCA)" FA) 都 是 Hermite $F. Aah. TUEN 
REegtA)>0 A ISCA SCA >O. 
Ue Reg (Ad D0, M CReg (Ade, O 0, JF A Regt AD FE 
号 唯一. 四 而 
CT FAVT A CI FCA) Fe ce <b; 
Bo 
(PCA — FCA a U FCA UDO EH, 
KMPER CH. RNA 
(TCAly.y) 224. 
由 于 CReg (ADOUFE HE — M TCO a EE HIE — » FEEL 
TCA) CU — fCA)) Reg (Ad FCA oT. 
故 TCA 0, BR I— FCA} * FCAPS O. 
Fe HE TCAD DO. MCT CA) yey) Oey ye ADH 
TCA) ERE. 据 此 , 令 y= UAD ee A) WA 
(PCAC FCA) Hz. I FCA) eee, 
BB 
CU FCA ONC TLD US FLAN er OV EH, 
OF Bll 
(Reg lAr.) E0, 
+H (Regi Ad) 存在 且 唯 一 : 
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(Re g(A)) =U f(A) PCA) UES A D 
BX Re SC4)>>0， 从 而 绰 理 得 证 . | 
根据 上 上述 论证 ,我们 得 到 下 面 的 关系 ; 
Reg (A >a f(A)" f(A) TO |} FCA) |] <1. 
yf A GR FAH ,在 后 面 的 叙述 中 , 如 无 特别 申明 ,我 们 都 将 
用 以 下 符号 表示 各 类 函数 , 豆 (4) 表 示 4 内 的 解析 水 数 所 构成 的 
空间 ,其 中 4 为 复 平 面 上 的 开 单 位 图 盘 ; 
BA) ={({fEHCA): ] D] ALV rE A}; 
BA) =F EBA; 0)= 0); 
P(A) = lg € H(A); Reg (zs) >o, Y EA); 
PA= l EPA g(0) = 1}. 


& BEL 
ea tL (3.2.2) 
则 
_ gtz)—1 
o= (3.1. 3) 
显然 ,我 们 有 


| f(z) LS Regn >t, 

BD FE BCA MAM EPA) 

利用 引 理 3.1.1, GRP RSA BCA) RP CAD XP PBR 
He ATR WADE We E RL 

定理 3.1. 1G A y Hilbert 空间 五 内 的 真 压缩 算 子 
. 则 对 每 一 函数 JE BCA), Il (C4) 1 <1, 并 且 对 每 一 画 数 8E 
P(A) ,ReglA)>0. 

证 明 ”出 引 理 .1.1, 易 证 定理 中 的 两 个 结论 是 等 价 的 - 从 
证 ,只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 . 为 了 清楚 起 见 ,我 们 将 证 明 过 程 分 为 
六 个 步骤 ， 

MOME pE PCA), Ml] Reg (A) 20. 
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设 gE PAARA RAAH M EECA. 由 
Schwarz 引 理 ,我 们 有 
| fC) |<l|2|,2€ A, 


此 即 
leim) ilala] lgt] zE A. 
于 是 
1 十 |= | 
lew |p lz | we A. 


这 意味 着 ,对 每 一 g€ PAE 3 内 的 每 一 紧 子 集 上 一 致 有 界 - 
RBH SA OE AN RSRELE PRR HRS, 
PCA) FEE ES A ACOA aa. hF HAE Mon- 
tel 2 ja] (& :(71].P. 369; [96], P. 147) FHAA E PVE 
五 (4 内 是 闭 的 ,所 以 PCA) EE AY . 根据 Holland 在 [72] 中 的 一 
个 结果 , Po) 的 极 值 点 恰 是 形式 为 22) = Hya 92) 的 
函数 ,其 中 ? Æl =1 的 复数 . 对 于 这 种 项 数 oy RNA 
gCA)= U HAO LIRAT, 

并 且 

Regitd4) 一 (他 一 943 一 44)07 一 ?942 一， 
于 是 ,由 了 一 4 A>, 49h Reg CA) > 90. 

FE SR ROE PAPE mR e h Krein-Milman 
定理 ,存在 一 序列 {Ah} 属于 {gw; I 1) a A A) EAD 
ARAT g- R 

limh, (2) =g2) 
在 4 的 每 一 紧 子 集 上 一 臻 成立. MT FE CA) SR AB RA — 
ARE- 由 性 质 2.2.1, 这 意味 着 
lim || h (a) >g tAd) |] =0. 
出 此 可 得 ,对 于 所 有 EH, 
(Reg CA zr, r) =Relg ArT, x) 
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<limRe(h, (和 Try， 
由 于 Reg CA Social =1). 4E 
Reih (Albee Gar H. 
因此 ， 
C((Reg(Alr at eo.rEH, 
EI Reg(4)20, SORRIE BK T <i). 
G1) 如果 g © PCA). MY] Reg (Ao. 


E ecra IPH 
_ glz)—ilm(0) 
had 一 Regio)" (3.1. 4) 
WAGE P kA. FA 
Reg(A)=[Reg(0)] + ReACA). (3.1.5) 


利用 Q 的 结论 ,我 们 有 Reka So. AH Reg(A) 20. 
Gian FE BCA, MY Dd P <1. 
Bee AAG. 1. 1)、(3. 1. 2) ,然后 由 5i) 导 出， 
Civ a SE BCA), MI | FCA <All. 
A S Em Fs) 一 ?ez 其 中 了 为 1 一 1 的 某 一 复 常数 , 则 我 们 
有 
上 Ka 直下 有 站， 
A. gy Schwarz 引 理 :存在 函数 PE BCA). (RB 
F(z) = 2glz) (cE A). 
Hy Git). || pCA)D || <1. ak. 
fA PH AG AVS TAl + KSA 
(van gE P(A). Ml) RegC A> 0. 
任 给 gEP (A BBHG.1 DAE S RNA FEB, 
CADFEH di Civ), 
PAIS AL <1, 
从 而 , 工 - f(A)" fCAY 0. Fey CS. 1. 32 Regl A) >O. 
(vi) {2 gE PCA). M Reg (A) >Ò. 
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任 给 gE PCA). AAG 1.40 MAC PCA). Wht). 
ReA(A)>0.## HBG. 1. 50st. Reg(A)>0. 定理 证 毕 . | 

上 面 所 证 的 大 本 定理 ( 攀 氏 定理 1) 与 下 面 我 们 将 要 陈述 的 定 
#43. 1. 2. Fi) von Neumann 定理 “其 有 密切 的 关系 .我们 将 看 到 
这 两 个 重要 定理 可 以 互相 时 出 - 

定理 3.1.2¢von Neumann) ik f AIM fie A A= iz; {=| 
所 1} 的 茶 一 分 域内 解析 ;并 二 对 于 eC A, fC IS 1. MR AH 
Hilbert F H ARES FC A SD I PAIR ATE ER 
F: I) fCAD WP <1. 

定理 3.1.2 的 原始 证 明 方 法 是 利用 Schur 关于 有 界 解 析 函 数 

一 个 结果 纵 出 的 中. 还 有 其 他 一 些 著 名 的 证 明 方 法 ;例如 ， 
eam ] 利 用 情 氏 级 数 的 Parseval Fy PELE Poisson 积分 公式 证 
明了 此 定理 ;Sz. -Nagybt- 应 用 算 子 的 本 扩张 也 证 明了 该 定理 ， 
下 面 是 构 壤 给 出 的 另 一 个 证 明 方法 , 即 利用 定理 5.1.1 导出 定理 
3. 1. 2， 

定理 3. 1.2 的 证 明 设 上 和 4 满足 定理 3.1.2 的 条 件 . 除 
T fee: 这 一 明显 的 情况 外 ;不 妨 设 (zx) 不 为 常数 . WAR I 
ERRER EA AIO A 取 0 委 "<1, 则 ?4 为 一 真 压缩 算 
子 . 从 而 :由 定理 3.1.1,1 FCA) YE <1. 选取 5>0, 使 得 7(z) 在 
|z| 之 1 十 26 ARB. 当 r 一 1 时 ,f(rz) 在 |z| 所 1 十 # 上 一 致 收敛 
fe) HEH oO Ale; 12/136). 因此 ,由 性 质 2. 2. 1， 

lim | FA f eA) || =O 
Bl 
limf(rA}= FCA), 


故 | FCA) || <1. 定理 获 证 ， I 
反之 ,定理 3.1.1 亦 可 直接 由 定理 3.1.2 导出 . 事实 上 ,利用 
下 面 定理 3. 1.2 的 一 -个 直接 推论 可 证 明定 理 3 1. 1. 
定理 3. 1.3( 最 大 模 原 理 ) BEHAL BF ore 
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M(ry=max|f(=)I. (3. 1. 6) 
a Il 
人 一 max i #CAD Hl Or< 1， 3.1.73 
APEA PH max” Rte H EL AYER HATA 
TERR 不妨 设 了 不 恒 等 于 0 r> RA r Ec. 
则 有 MDO 令 


Fz) 
MC)’ 
则 gC2) 为 |z| 过 士 内 的 解析 函数 . 由 最 大 模 原理 ,对 于 =E 3， 
leC2) SL 因此 ,根据 定理 3.1.2, fl g(AD I 1-H AWA N 
的 任 一 压缩 算 子 . MES MF AU <1. MA 
FA) ||] SMC). 
SOT oF A <r. 都 有 
IFD | SMG). 
Bih leol =r | feo) |= M Cr), Wi | z || =r A 
I) Acz) = |] Phx | =MCr). 
故 C3. 1- 7) 臣 成 立 . 定理 得 证 . i 
例 3, 1 Schottky CRUD MRA: Me -BRw HI, 
ROS r <1, HE TERM Cw) FEB 
IFD | SMC FO). ALD 
成 立 , 其 中 SC ACRE OG f(A. 146 SCR ARH AEF 
0 AYA MRA - 
$i 3.1.2 1% fEH (A) HMMM IFA £0) =0,f7 (0) 二 1. 


g(z)= 


w 
A | 
IFO Ssa 1 A | ye? 


Ira i< ites. 
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§ 3.2 


FEF PAB Schwarz 引 理 


我 们 知道 复 变 函数 的 Schwarz 引 理 在 研究 解析 函数 的 几何 性 
质 中 起 着 重要 的 作用 . 类 似 地 ,在 算 子 函数 中 ,也 有 相应 的 结果 ， 
即 算 子 函数 的 Schwarz 38H, AER T BREE 同样 也 起 着 
很 重要 的 作用 . 

定理 3.2.1 WA WHilbert 空间 内 的 真 压缩 算 子 . Jeg hE 
H(A) =gh HHF EA lac I<). 则 

gt Ad" ELODA FCA), (3.2.1) 

1 2CA) F(A) I. (3.2.2) 

(3. 2. DRISS ARAA eA) eo (A> 0 且 产 不 为 

绝对 值 为 1 的 常数 G 2. 2} 式 等 式 成 立 当 且 仅 当 8 (4) 二 0 或 
是 一 绝对 值 为 1 的 常数 . 

证 有 明 RoS Aly] =1 W)C. 2. DAG. 2. 2) RFS E 
RRE. 现 设 不 是 绝对 值 为 1 的 常数 . 则 由 最 大 值 原理 , 应 有 
REBRA). 因为 

FCA) HAA) ZA), 
则 对 于 EH, RATA 
CFA) FCA 2 x)= || CAEgCA i? 
< ACAD EP gA Hl? 
= | ACA) |] gA gA). 
Am 
IRAD Il gN ORSA fA), 
并 且 
gCAY g(A)—FCA)* FLAC ACAD | De CAD gA- 
(3.2.3) 
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此 外 ,由 基本 定理 (定理 3.1. DA PIA |< RTA ACD | 
<1. 于 是 
Gw | ACA) | gA gA Z0, 
并 且 在 gA eA 0 GA 
(1— |] ACA) |] Dg" g(tA) 0. 
以 此 结合 (3.2. 3} 式 得 出 3. 2. DA. 显然 ,其 严格 不 等 式 成 立 , 只 
@ g(A)' g(A)>0 Hh REMAN 1 的 常数 . 
不 等 式 (3. 2.2) 实 际 上 是 (3. 2. 1) 式 的 推论 . 事实 上 ， 
(gCA)* gC Aa. re A FA) rex), 


即 
(g(4)Jrgtd)z)3PCFC4)erC4)x)， 
些 即 
Ie (Ada We Il fCAdz |l 
得 
letAda ll 2 fCAdr |. 
从 而 
SUP, | e(Ade | = Sup, | (CAs |. 
因此 ， 
| gC A) |] lao i 
然而 ,由 
| FCA) | = |] ACAdg(AD K ACAD IE | eC) | 
ME ACAD |W <1, AA G 2 2)7 式 ,而 县 得 出 当 SC4) 天 0 
时 1 | FCAD Elea 1. l 


基本 定理 (定理 3. 1. 1) 可 作为 定理 3. 2. 1 在 & 为 常数 1 时 的 
特殊 情形 ,并 且 定 理 3.2.1 的 强度 从 下 面 四 个 推论 可 看 更 为 
明显 . 

推论 3.21 设 A 是 Hilbert 29H 工 的 起 压缩 算 子 .又 设 
FE BA rore” t, 是 了 在 4 内 的 某 些 零 点 (不 必 全 是 零点 )， 
且 每 一 个 重复 的 次 数 不 超过 它 的 重 数 ， 今 
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«w= l zoz (3.2.4) 


a, I— zz 
DU) C3. 2. DAG. 2. 2) 式 成 立 ,53.2.1) 式 中 的 严格 不 等 号 出 现 当 且 
Ry s(Al'e(A>0 日 了 不 满足 f(z) 二 P78 Ge 其 中 17| 王 1- 

2. DARPAR HAAR eo CAD = 0 fl) = 72). 其中 
lpi =1. 

证 明 Ale) = fle) / ele) WAC HCA). AMF lel =1, 
\Cz— 2.) Qir) (= 1, ARITA ew dels. 对 于 任 
意 s:0<e<1, 刚 可 选取 32>0 (IBY 1—O< le l<1 Wh. leCe) | 1 
一 s 于 是 

1 fe) |= lgledale) | Sd—alAte) |, 
其 中 1 一 8< fel <1. AP A BUR 1h(z)| < 了 (+€ 
A). Ah. # AL. aCe) | <1. 故 结论 为 定理 3. 2. 1 的 特殊 情形 . 


1 
推论 3.2.2 设 4 为 Hilbert 空间 五 上 的 真 压缩 算 子 . OS 
€ BCA) ,并 且 对 某 一 整数 4 宇 1,f(00) 一 (0) 二 下 二 00) 二 
o. 则 
A” At FCA FCA). (3.2.5) 
| Av Se |} CAD |. (3. 2.6) 


(3. 2. 5) 式 的 严格 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 AD AO BS Ages 
其 中 ?为 181 一 1 的 基 一 常数 (3. 2. OAS S Macy HL A= 
On f(z ae", EP 一 1. 

推论 3. 2. 2 将 在 后 面 关于 算 子 的 Pick 定理 . Vitali REM 
以 及 阶 属 原理 等 定理 的 证 明 中 用 到 . 首先 ,我 们 利用 此 推论 导出 
关于 算 子 的 Harnack 双 不 等 式 . 

推论 3.2.3 GEA X Hiber Si] H 上 的 真 压缩 算 子 . 设 
gow EPA HLA 

g= lg! (=r =e (0) =0, 
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其 中 a2 HER. MN 
OHD NOAT AU Hg ADESH g( A)’ UI —2CA)), 
(3.2.73 
1— | a" |l 
1+ | Att 
(3.2.7 SR FETE ERR SEY A” ATOR ee ~O+ 
qe") (1 —92") 7 hy lel = 1 eR - 
证 明 SFC LET). 则 了 满足 推论 3. 2.2 的 假设 条 
FHA 


A’ 
<ta lH EL azg 


FAS GLAS D GEAD 
因此 ,《3.2.7) 式 以 及 严 烙 不 等 式 的 条 性 可 依 推 论 3. 2. 2 得 出 
(3. 2. NRA E 
| i—g(A) | < | At +¢(Ad Il - 


THA" +g(A)) U=I—gtA). 
则 (3. 2. Day BA 
T'TU'U, 
此 即 
CT THU Ue e028 HA, 
或 者 
CTP nox W's). 
ART ToS Us Ur) EE Ts tS Ue RIS 
Ui. ae 
| L—g(A) |] < f} And +e(AD) |. 
于 是 
Jead laa h A at deta bb. 
由 此 推出 


i+ |A 


eA? i Soya ye 
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HCERC3. 2. 8) 式 的 第 二 个 不 等 式 ， BRS, BY hx) Bele) 
AAW A HI. BD aCe) E PCA), 


ACQ=1, 
Al (0) = =A"? (0) =0 (n22). 
因此 ,将 (3. 2. 8) 式 的 第 二 个 不 等 式 应 用 于 六 ,我 们 有 
nt L+ | 4" | 
lA ss WAC So yay 
故 
1— || A" 
We >i Fa 
此 即 (3.2. 8) 式 的 第 一 个 不 等 式 . 定理 证 毕 、 l 


依 推 论 3.2.3 可 推出 下 面相 应 于 Carathéodory 不 等 式 的 算 
TER. 

推论 3.2.4 YAH Hilbert 空间 右上 的 真 压缩 算 子 . BA 
EHAA =A! O= HAO 00 = One) ,并且 对 于 x 全 
4,Rek(zI< 1. mi 

2 i A" | 

1- | A" ie 

II go (2) =1—A Cz). 应 用 推论 3.2.3 于 gz), 则 由 
(3. 2.7) 式 ,我 们 有 


ACAD I< (3.2.9) 


JP ACA) || = I I-—e CA) fl < | AC + 2A) {i 
<. || 27—ACA) I AT SU At Cot ACAD PD. 
于 是 ,由 上 不 等 式 得 (3. 2.90 - i 


下 面 的 定理 3. 2.2 是 经 典 的 Pick 定理 的 算 子 类 比 , 即 推论 
3.2.2 在 na 一 1 时 的 推广 . 
52 ES 3. 2.2 (GE) 设 4 为 Hilibert 空间 五 LH REAR 
F.A FEBA EA 则 
(I—2)A*)7'(A* — Bol) (A— zD USA 
{I fla FCA) ICA) PCa TF 03. 2.109 
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© i fCA— fle FI FQ SSCA, 
| (A—2 oI (F—3)Ad7 If 
me Wf CAD fad Uf FCA ill. 


(3.2.11) 
(3.2.10 RAM BASH ee HAH 
(At —2of) (A— zl > 0 
且 了 不 基 形 如 
KOET E ,|el=1, |z|<1, (3.2.12) 
212 


的 函数 , 3.2.11) sO ae AY Ae RS Re 
(3. 2.12) By pA - 
WEAR ORF wea. > 2 EB A Mobius ER: 


ZTU ze : 
paled =T (3.2.13) 
由 于 SE BLA). 2 EA, MAS A 
B= Hrs 0% pag, E BoA), (3. 2.14) 


S CS LASA DURAT BANAL 以 及 E 
8《A) ,于 是 ,由 基本 定理 , C1 二 1 hF gE BA, MARIE G 
3. 2. 2 ,我 们 有 


CCFg(C) gE, (3.2.15) 
CWS Pec l. (3. 2.16) 
因为 H- pe, AS BB e Hl 
oz, (CO) =A, 


BOD = bye LOAD = FCA) Flag TI FROIAYS 
Bi (3. 2. 15),(3. 2. 16) 式 分 别 为 (3.2.10) 和 (3.2.11) 式 :由 推论 
3.2.2,.03. 2.15) Ay eS RI C> He 不 为 
pe (y= (3.2. ORP A IR C0 a gle) = 
nz (iQ =D. (AC CO BPE mel Ameo Ui Ca 0 & 
价 于 Asr. MRF RBIs eG) = 9217) = DAE RPE ES 
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之 形 为 


Fie) =e = 


此 可 直接 计算 得 至 . 定理 得 证 l 

利用 推论 3. 2.2 LAR Lindelof 关于 Vitali HES A EE: 
ALAE FEE. 

定理 3. 2. 3Gp EALA HOA) AR AR HHE S 
E-RAER. BELA TS LE T EAH lim YA, | = 
0， 车 对 于 每 一 klim f Aad FETE RIE RCE Fh) Ww EH 
<3) 使 得 在 AAT -RFRE—-RA 

lim f, (z= f). 


1 fe! =] n E A, 


证 了 明 f= Daye ia 6 C2 Ay Taylor BA. & M>O0 
MAB A Bee APS. ISM. 由 Cauchy 积分 公式 ,对 
于 任意 的 ”7 

la, (SM. 
WARMER cE 4.4 
| f, (23 — Ff, (0) SM, 
则 出 推论 3. 2. 2, 对 任意 的 ,不 ， 
H FLAD an T <2M || AN 
于 是 
lan For, | = li amd amd | 
< hant = FAD I + AD — Sa AD i 
+ Fak Ag) amd i 
<4M i All + AADS aA N 
-由 于 lim fA. | =O B lim f, (Ag) Rh — kR. AML lima, ~ 
aa 对 于 起 一 022 eS 
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fas Danze", (3. 2.17) 
则 f EHA) ,并 且 
Fa, San, FES a a D (3. 2.18) 


| Fa AD Sa HAS, CAD. (3. 2.19) 
现在 要 证 明 下 面 (3. 2. 20) 一 (3. 2. 23 各 关系 式 关 于 p=—0,1,2, 
,都 成 立 : 


im fa, (Aad Xt — Yh k HAE: (3. 2. 20) 

lf, 1S + DMG ze AW n; (3. 2. 21) 

Il Fa AD aul | <Cp+2)M || Ay il Was (3. 2.22) 
lima., =a, 存在 (3. 2. 23) 


Ba fn = fa SF p=0.(3. 2. 20) 一 (3.2.23) 各 关系 成 立 . 现 假 
设 对 于 pp 二 gq;(3;2,20) 一 (3. 2. 23) 各 关系 成 立 ， HG. 2. 19) 式 和 
关系 (3. 2. 20) 与 (3. 2. 23), lim AS, (AEA A 可 道 ,于 是 关 
系 式 (3. 2. 20) 在 p= 二 4 十 1 时 亦 成 立 . 由 假设 关系 式 (3. 2.21) p 
= RL FFA la (EM AFNA eo A, RHA 
Lf, (2) a, EDM. 
于 是 ,由 经 典 的 Schwarz 引 理 和 (3- 2. 18) 式 ， 
lafaa 62) | = | fn, Cz) Tin l&i tM |z| wEeA, 
此 即 关系 式 (3. 2.22.26 3 一 2 十 1 时 亦 成 立 ， 因 此 ,对 于 z*E4, 有 
L fn, (Zan, f<(g¢+3)M. 
从 而 ,由 推论 3. 2.2 证 明了 关系 式 (3. 2. 22) ,并 且 
gy |S Hany PFs, Ad I 
+ li Fagg Aad — fm,,, (A) | 十 il Frp A San pat Il 
<2¢g+3)M I A ll HI Fr AD Fn p A i- 


kd 


fa fim || A | =0 LAR pat) 时 的 关系 式 C3, 2. 20) FGF P= 
QTL 时 的 关系 式 (3. 2.23). 因此 ;根据 归纳 假设 ,对 所 有 p 关 系 - 


lan, a 
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式 (3. 2.20) 一 (3. 2. 23) 均 成 立 . 


G F= ap. Mi) fC HCA), HH a, |< MCp=061,2. 
=) OFF lelSr<l1, RIA 


本 一 下 
IK) —F@ NSD la, —al + lel? 
p=0 oF 
+23 (la, iHa, | lz? 
por 


<2 lan, ap] -+2M = 
于 是 ,由 上 不 等 式 忆 及 关系 式 (3. 2.23), 可 推出 在 |z| 志 r+ 上 一 致 
有 
limfre) =f e). 

定理 获 证 . I 

利用 定理 3. 2.3 可 得 到 下 面 的 全 等 定理 . 

定理 3.2.48 GE fee HCA). 如 果 存 在 Hilbert 空间 
H -Mi~— PR ERAT A EER ST A. BRA 

lim 1 Ap i =0 A FA p= g lA), 

则 f=z- 

证 明 0 车 .Ag 在 4 上 均 为 有 界 , 应 用 定理 3. 2. 3 于 序列 

JE 
此 序列 为 4& 上 一 致 有 界 的 . {44} 为 一 可 道真 正 缩 算 子 序 列 , 闪 且 
lim || As | =0, FCA D= g LAD. MFA 
FLADE KAD 
KARRG- 依 定理 3. 2.4 AFE FEH) :使 得 
lim f(z) = fiz)=F lz}, 
limg (2) =g (2) =F). 

Hoga SEFE A. 此 即 g. 

Ws fg (HEA 上 不 都 是 有 界 的 . 考虑 
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We) = fre), piz) =g irz) OSr<1. 
M py ÆA HAAR. H CADS gA) R 
PTA SpA). 
于 是 , 焦 已 证 明 的 GD, 有 p= g 即 
Firo = gira) 0r El rE A. 
fg. RAO RGD EMRE - l 
例 3.2.1 A4OHH 上 的 震 零 算 子 , 即 存 在 某 一 正 整数 = 
六 2? ,使 得 4 一 0. Of. ge HCA SG) gla) cz". HP e0 
WEA WP APA A> | AFAD =e(A), A Ape A, 
并 且 lim | Ae ll =0. 但 fg. 因此 ,4 不 林道 ， 
Bee H( DHS EAU BRA goSs REMC, 
fO)=0 8 f(ACg(A). 则 必 存 在 hE BCA) EF 
fz) gh (2)). 
这 就 是 Hille 的 从 属 原则 . 依 此 原则 及 推论 3. 2.2 可 以 得 出 下 面 
具有 一 系列 应 用 的 定理 - 
定理 3. 2.500 Ecc H(A) 4 bar eA gO) 
二 0. 设 ECA) ,了 (00) =0 B f(A gCA). Wx Hilbert 空间 地 
上 的 每 一 真 压 缩 算 子 A, 存 在 瑟 上 的 唯一 真 压缩 算 子 B 满足 
G) f(A)=f(B); 
Gi) ATAPA'B, ALS IBA: 
GD A‘ ADB’ B YAY A’ ADO. f(z) ge). |Pl=ls7 
为 常数 ; 
Gv) Al = Sl 4B A=0 RS Baez). lal =. 
证 明 ”根据 Hille 的 从 属 原则 ,存在 &E Bo(4) 使 得 
fz)—=gthtz) 2€ A 


fb BAA). 则 
f(A) =g(h(A))=g(B). 
WEEG 由 推论 3.2.3, RATA 
A ARRA RGA), FA > PCa |. 
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RI 
A*ASB*B, al> HBl- 
H BPGD. Gi AG) RR- 最 后 要 证 明 满足 (的 算 子 的 唯一 性 、 
令 emg. Wen eA Lea. Te Ree 
(性 质 2.2.3) ,我 们 有 
og By=elo(B))CeCA). 
从 而 
B=o- g(B)=¢g8)). 
AX HG) ze AB 是 唯一 的 . 定理 证 毕 、 i 
# g(e)—z, MH 3.2.4 是 推论 3.2.2 在 ”一 1 时 的 特殊 情 
形 . 此 定理 的 另 一 特例 为 下 面 关 于 Koebe-Bieberbach 二- 定理 
CFF rte BO 的 推广 . 
推论 3.2.5 Hee H OHA LNB BR, H #8(0) 一 0， 
g' (0) 二 1. 设 对 于 Hilbert 空间 H 的 每 一 具有 性 质 1 C <p 
算 子 5, 存在 唯一 的 真 压 缩 算 子 BE 上 的 ?使 得 
glH=C; 
16C "C22 BB; 
JAH C*C>0 BY. 16C CB" BE C=0 Fh, WB <a lic ll. 
证 明令 /cz) 一 二 经 典 的 地 -定理 给 出 


acg. 


MiB 
FAS g(a). 


应 用 定理 3. 2.6 于 4 二 4C, 则 有 唯一 的 真 压缩 算 子 B 使 得 
gtB)= f(A)=C. 
z 


dy Gi), Gi), Gi HIA EKAN. RIRE SoS Pa 


gz): |7| =1 为 不 可 能 ， 事实 上 ,车 于 一 5(9z), 则 二 一 85/ (02. 
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然而 , 1 引 一 1,g' C0) 二 1. 矛盾 .从 而 推论 得 证 ， 
当 单 叶 函 数 8 a Be BUS gC) 为 是 集 时 ,二 -定理 变 为 


TEA. 因此 ,推论 3.2.5 16.4 分 别 精细 化 为 二 ,4,2. 


推论 3.2.6 Hee H(OH4 FHM BR ,并且 SC0) 一 0， 
g' (0) 二 1. He HEM COWRA MEER). MYA 
沿 一 切 真 压缩 算 子 区 域 上 变动 时 ,g (有 4) 之 集 (g (4)} 为 算 子 的 星 
E. 更 精确 地 说 ;对 于 五 上 的 每 一 真 压缩 算 子 4 及 非 负 实数 
1, 存 在 二 上 的 真 庄 缩 算 子 8 {Ei e) Sre lA) 4 A 之 8"B 
E4 At ADO AT. A‘ ADB" BR A=0 Sp, tA > Well. 

证 明 OS f(D —=rg (z) Oar). 因为 g 是 星 形 的 ; 且 

f(Al=rg(A)Ge (A). 

所 以 结论 由 定理 3. 2. 5 立即 得 到 . 只 须 考察 f= gz). lal = 
1 为 不 可 能 . SL Bree) =e (yz), Wl rg’ O S gg (0). F 
盾 . 推论 得 证 . l 

3.2.2 考虑 函数 

g(z)= Stan e= t Di 1)" zir 

g 为 O LARRAGA (DH [Rew | <1 的 带 状 城 . 令 
FEHMA, fC) =0 且 |Ref(z)|< 近 1(z&€A)， 则 由 定理 3.2. 5, xf 
FH Li ARAST 4 存在 唯一 的 压缩 算 了 B 使 得 


, Bet 
f(Ay== DNE EFT 


nae. HEIL < | Al , 则 应 有 


a4 St 1BI™ -4 4 |" 
IFOTS > antl <+ ant” 


EB 


1+ 1A 
1TA] 


ll FCA) II < log 
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最 后 一 不 等 式 亦 可 由 定理 3.1. 3( 最 大 模 原 理 ) 及 | 了 O< 


log 112 ODETE IE E MC = max | fe) | = max 


LAAD OSs, AE, 

IAO IS RB FAO SR O 
1+ Al 
i> al’ 

例 3.2.3 TEHA =0. BAAN BR ce CHS) 
B20) =p, g 0) 一 1 (88 F(A). 则 由 定理 3. 2.5. RF 
Hilbert 空间 H 上 的 每 个 真 压 缩 算 子 4, 存在 一 个 真 压缩 算 子 B 
使 得 了 7(4) 一 gtB7. 因为 

z| 


| 
El sre 


<log 


所 以 
IB || 
| gCB) Es =u él] ye 
RbF I BI<14Al. WA 


|| A |l 
| fA 1S s0- [Jah 


§ 3.3 


PTAR Julia 引 理 


这 一 节 凤 在 将 经 典 的 Julia 引 理 中 推广 到 算 子 的 情形 ， 为 此 
我 们 首先 给 出 以 下 几 个 辅助 引 理 - 

引 理 3.3.1 设 4.8 为 Hilbert Si] H 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
B 为 可 道 算 子 . 则 对 任 一 正 数 Pp: | AB | <e 4AM AAS 
eB" B. 

WEAR ”这 是 明显 的 ,因为 48B- Wl <e 等 价 于 B* 14"*AB™ 
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<p, Bf A APB’ B. | 
引 理 3.3.2 A,B W Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ,并 
AWAB* | <1. 设 = 是 一 复数 旦 jzl<1:0<p6< 和 1 则 不 等 式 
| (A—2B)CB-2A4)37 || <p (3.3.1) 
等 价 于 


(B'A (B—zay cle ee (B* B-A‘A). (3.3.2) 


证 明 B HT | zAB- ye <1 日 [aa :是 可 道 的 , 则 
B—zA= (1— AB DB 
也 是 可 递 的 ， 由 引 理 3.3.1 可 知 ,《3. 3. 1) 式 等 价 于 
(A*—2B*)(A—2B)<e*(B* —2A*)(B—2A). 
此 不 等 式 可 写成 
(i1—?)(B‘—zA*)(B-ZA) 
<(B*—zA*)UB—ZA)—(A* 2B" (A—2B). 
又 由 于 
CB*— zxA'I(B—zA)=B"*B—zB*A—zA' B+|zl:4'4, 
(A*—=B*)(A-2B) =A* A—zA*B—EIB"A+ |z| B"B, 
两 式 对 应 相 碱 得 到 ， 
QNB rA )(B—-zA)<1— |z|9) (B* B—A'A). 
从 而 


(Bt —2A*)(B—zA) <1 es (B° B~A*A). 


WG 3.2) 式 成 立 . 引 理 证 毕 、 l 
引 理 3.3.3 设 4,B 为 Hilbert 室 则 如 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
并 且 A"A4<B"B. 设 记 为 正 数 , 则 不 等 式 
|| CB— AICB*B— AA TBA) <8 (3.3.3) 
与 不 等 式 
(B"—AIB—AITAB'B—A'A) (3.3. 4) 
等 价 . 当 忆 为 可 道 算 子 时 ,它们 等 价 于 
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ree <i fe 
证 明 由 于 ATA BB, HAH Hermite 算 子 , 则 有 
B*B-A* A>. 
ATC B*B-A* A)" FEE APE . > 
C=(B— ACB B-A* ADF. 

ARABS] C= cc’ | ,我们 有 

| (B—A)(B* B— A‘ AD“? P<. 
于 是 ,53, 3. RATE 

| <B—A)(B* B—A' A || <7. (3. 3. 6) 
由 引 理 3. 3.1 ,不 等 式 (3. 3.6) 等 价 于 不 等 式 (3. 3. 4). 将 不 等 式 
《3. 3. DEF H 


lago 


(3.3.5) 


_, B>A A'B BB B p . 
4 ATTTB IFE IHASTE > SaD 


应 用 等 式 


B 1 
1+8 1+8 da+tA” 
则 (3. 3. 73? 式 等 价 于 


* B'A A'B, BS _F * 
A'A itp <= B*E, 


即 为 
BY a Bef Ei p 
[a -Fpl 4 一 | 证 BYB. 
2B HAMAS Mb BOAR Le BAR LAR 
re a a_i 本 
A -ggi (48 -<la 
故 不 等 式 (3. 3. SI BRIE. 引 理 得 证 - | 
Af — PF — FPA 9 AY Julia 引 理 是 由 
Potapov 给 出 的 0 ,并 且 Glicksberg 获得 了 关于 函数 代数 的 Julia 
引 理 kc， 下 而 我 们 将 给 出 由 攀 雯 证 明 的 关于 算 子 的 Julia 
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5g. 


定理 3.3.1 设 了 上 是 4 上 的 复 值 解 桥 画 数 ,并 且 对 于 EA, 
IAD <1. Biz, jG 使 得 


lim, slim f Czn =l, (3. 3. 8) 
并 且 
1> iF Gt 
tig gy se Ga 


其 中 是 有 限 数 . 设 和 4 为 Hilbert FHH 上 的 真 压缩 算 子 ， 则 我 
们 有 
G) I A= FADI FCA)" Fa 一 FA | 


<a || (@-A)U—A" A) KI A" >t. (3. 3.10) 
GOR 2 AER, IF 
U—-A* }U—A)<BU—A* A), (3.3.11) 
则 有 
UFD UI f(A) ) <a BU — FCA)" FEAN) 
(3. 3.12) 
Git) dO 有 为 正 数 ,并 且 
|a- rli (3. 3.13) 
则 有 
|r | < (3. 3. 14》 


证 明 设 /,{z,} 及 4 满足 假设 条 件 . 首先 注意 i Al<1 等 
MFA AZI MARIAAN. 由 基本 定理 , LCA |] <1. 
BECAY FOD LI. 因此 ;7 一 了 C2) * f(A) 也 可 道 . 取 正 数 8B 使 得 

| E-A HAAT AELA l E. (3. 3. 15) 
因 limz, 一 1, 则 可 选 出 fp 使 得 


0p, 1 jlime,=1.lim4— zal =p. 


1— nH 
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1— fz, | l 


+ |z 一 
lim- x ‘lime ' | al . l- EAI 


Ho 1-4. aces 1+, 1--, 


=~), 


im eo GN? jim | . I-VI ag 

aor 1-2,” re 1 二 pp, 1—p, 
由 引 理 3. 3. 3, C3,3.15) 我 等 价 于 (3.3.11) 式 . 则 存在 一 正 整数 
m 使 得 对 于 ram ,我们 有 


(f-2,A*)(i—2, < 


一 Jz, 上 
—~,? 
TER E-T RMA 1 REGIE 3. 3.2 ,对 于 nm RA 
| (A—z,P)—z,A)7 || <a,- 
另 一 方面 :由 算 子 化 的 Pick 定理 (定理 3.2.3). RNA 
| (fCAY— fz, PIU FFA) TF Il 
A—z DURAT |W. 
国 此 .对 于 nem, iA 
EED = F en M I OA} pp, 
再 一 次 应 用 引 理 3. 3.2 得 
人 Fed SEAD YI— Een CAY. 
<! -Me DFAS nem. 
今 n 一 十 20 ,我 们 得 
-AAD I — FCA) Jep FCA)" FCA). 
据 雹 ,再 由 引 理 3. 3. 3, 可 得 
I (—F CAD) USAN f(A A YH <a 
(3. 3. 16) 
(FRCS. 3. 3), 03. 3. ORG 3. 5) RAT <A”. 5] BB 3. 3.3 1h 
然 成 立 . ] 因 此 ,我 们 证 明了 对 于 任意 B>>0, 不 等 式 (3, 3. 15) 意 味 
着 (3. 3. 16). 这 就 证 明了 (i), 即 取 8 为 1 -Ad AATU 
-A j. 


(I—A*A). 
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在 (3.3.10) 式 中 , 令 A—0. 0g | £00) | <1. RTA 
az || (I— f€0)) F—f C0) FO TO FCO)" | 0. 
于 是 ,由 a>9 及 (3. 3.10). MCS. 3. 15) 式 意味 着 严格 不 等 式 ， 
UFADA FOAY FANTU FA) || Cap. 
量 后 ,为 了 完成 证 明 只 需 再 -一 次 应 用 引 理 3. 3. 3 BG A Gi). 
定理 证 毕 . l 


§ 3.4 


Pick-Julia 定理 的 进一步 算 于 化 


在 前 儿 节 中 ,我们 介绍 了 锣 坟 的 关于 算 子 解析 画 数 的 一 些 重 
要 结果 ,其 中 包括 算 子 的 Pick 定理 和 Julia 引 理 . 这 一 节 我 们 将 
进一步 讨论 关于 算 子 的 Pick-Julia 定理 和 Julia 引 理 的 一 个 改进 - 
为 了 简化 叙述 ,我 们 将 引用 下 面 一 些 符号 : 
A= iz; lz] <1}, H= {rz}Rez>0} 
分 别 表 示 复 平面 上 前 开 单 位 圆 和 右 半 平 面 py aR T 
两 个 特殊 函数 : 


He) i Ed, (3.4. 1) 
TO- 了， (3. 4.2) 


RA pA y RAW BR FE 

A= PUT} =A. 
H(A ABRE A ARR SOSA HR BRK HAMK 
示 在 4 内 解析 且 取 值 于 瑟 内 的 函数 族 .如 CI,4A) 表 示 在 了 内 解 
析 且 取 值 于 4 内 的 函数 族 , HUD 表示 在 I 内 解析 取 什 于吉 
PY BY Ba BR - 
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设 五 为 Hilbett 空间 ,as 为 瑟 上 的 所 有 真 压 缩 算 子 构成 的 
RE BH FO RAR ST AERA WA | Al <ln AA E 
所 有 使 得 Re4>0 的 算 子 4 构成 的 集合 . 国 此 ,我 们 有 

DR f(z) € H(A, AD, AG dy. W FCA) E An; 

GDF gee H(A), AC Ay A g(A)E ys 

Gi) 98 ROCH, AD.) CHU, AE Hy. Bill 

hCAVE Ay RCA E Hy. 

我 们 普 先 由 下 列 Pick 定理 的 算 子 化 着 手 ,其 中 定理 的 (i) 已 
在 $3.2 中 被 证 明 ( 定 再 3. 2. 2). 

定理 3.4.1 人 对 于 每 一 fC HALA).Y cE AACA, 
有 不 等 式 

FODS FCA) * fT} 
e (FADL FO UF IFAD 
KUSAN A —ED CA~ zD (I— A)T 
(3. 4.3) 
成 立 , 并 且 此 不 等 式 中 严格 不 等 号 成 立 当 且 仅 当 (4 一 z1)， (4 
一 2 了 7) 站 0 BR 
Z— o 
了 一双 
G0) 对 于 每 一 g(2) EHM) EA AE hn, 有 不 等 式 
IgA)" Hg Mg(A)* —gCe)T) 
e (gA) gD g AD TE I 
LU rA D (A—2D 8A) 


siel =i rE A (3. 4.4) 


Fizyse 


《3- 4.5) 
成 立 , Bop PR AES a4 BCA’ — 2D CA—21) > HE 


1 一 za 十 Et —Z 2 _ 4.6) 
BATT e Tz) EI ee & (3.4. 


Gii) BP FB — ADE HUA), cE, AE Ha ATRA 
[I ACODA CA) T THALA) * hI) 
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一 站) Uh ACAD T] 
SLA" tel) ILA ~D CA eI ATED) 


C3. 4.73 
Ry Boh Pe SES Bae YY BA CA DASD 并且 
hs) Fe Te je|=1,z0EH. (3.4.8) 


Gv XFCE HUH.) ENAC Hn, 有 不 等 式 
{ACAD HRG ITI RCA) RT} 
一 下 人 全 了 [ECA TRIES 
SCA Fe A EDLA eT) AHED 

(3. 4.. 9) 
Rr BR PaaS RAHAA" -DCAD 0 HAL 
(Cz +2) +e(z— zy) 
ERETTE 
HEAR «GD ASTER Loe BE 3. 2. 2. 
i+ f=d> g W FEH AS. 于 是 ,由 关系 式 
FD =g e gA lgan lean, 


kizi lel=1,.zoE HN, (3.4.10) 


我 们 有 
FA FIS 


TAD OAD, 


IFODA =a OAH. 
glg)-+1 
由 上 两 式 可 得 
{FAY — FIT I FI fF AY 


+i . 
一 和 二 (let A) gr ile A) tgo 


因此 ,由 上 等 式 和 (3. 4. 3) 式 ,我 们 得 (3. 4. 5) 式 ， 至 于 严格 不 等 式 
HOARE EY ERE gp fG. 4. 4) 和 (3. 4. 6 是 等 价 的 、 
Gi) =h. pw=i2) H B=). 则 
FEH (AA) wE A 
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AW CHUA) ACT, MAXAR 
FCB =h e pe P(A) =ACA), 
fn) =h e go phl), 


我 们 有 
B—wi =(A-D(ALD~ -2 
ae —2I)(A+I)7, 
I—wB 一 了 aa (A—I)CA+1)7! 


ET (+ . 

EE 5 HFG) UBF foto HB ne 事实 上 ， 
raD fF CB TM FCB — S wI} 
FOIE TETA 


gU wR TR w B wD U wB). 


EAHA A 
[Ih ALAD } MARCA" — hD} 
» (ACA) RCM HIRR LA) IO 
现在 由 


(I—wB)* ‘(B*—wi)== 


1 — 
zE zl) CA" zÍ), 


zH 


(B —wD UwB) = 45 14 —eD(A +D, 


推 得 (3. 4. DR. 
(iv) 令 = k. Dij ACOH A}. 47 HA Gi) = EBA Py 48. 
{AC A) ACI} Ihe) ROADS 


_&(z)+1, _ TGSI. 
Fey 41 (RCA) — RCIE RCA TET} 


应 用 (ii 于 记 ; 则 (iv) 获 证 , 故 定理 证 毕 : 
为 了 证 明 Pick-Julia 定理 ,我 们 需要 下 面 儿 个 引 理 . 
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引 理 3.4.1 设 AE An BE An HA 
PABI=C—BB IY-$CA-BICI— B'A U RB)". 
(3.4.11) 


M BCA, BE an, 并且 对 任意 CE An FER 
PABI BABIEC'C (3.4.12) 


等 价 于 
(I—B* A)UI— A‘ A) A'B) 


<U—B* B)tTU—C°C)"U—B’ By. {3.4.13) 
证 明 首先 从 
十 加 
I—A'B) >) (B"B)"|U—-B" A) 


not 


teo -Hos 
=Dorarea[ Swe ]a 
二 下 | 


-a B[ Y (B* ay |-[S (B* BY" |B" A 
a=t a=% 
以 及 
(ABOL D BR 1(A—B) 
a=9 


=A’ [Scary lat DB By 
n=0 "= 


aad (erpy |—[ Seay Bs. 
LH By MC AI TR BATTS 
(—A* B)(— BBY UB’ A) 
—(A*—B*) U— BB" )7(A-B)=I-A'A 
(3. 4. 14) 


I —@®(A,B)*®CA,B) 
=(—B* BD UAB) 
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« {Q-A BYU —B* B) UB" A) 
—(A"—B")U—BB*)(A~B)} 
+ (@—B* A) UBB)? 
=(U—B’ BYU ~A" By U—A‘ A) 
* (—B’ A Bt B)?. 
[等 式 (3. 4. 14) $03. 4.15) Hw U E Potapov" ARIE- ] 因 
ALA i CCE S aH I-A ADO) LL, G. 41D ARBRE 
I~@(A,B)*®(A,B)>0, 
Bp 
| BAB) |p <1. 
再 由 (3.4. 15) 式 ,不 等 式 (3, 4. 12) 等 价 于 
CEB B)i I —A* BTA A) U—B" A) IB" B)? 
mi-cte, 
或 者 
UA’ BUA‘ AUB’ AD 
> UB B U-C OUB BYE, 
而 此 式 等 价 于 (3. 41. KIAR. | 
引 理 3.4.2 RACH BEA, ,并且 
(A,B) = (ReB) T (A—B) (A+ B’ (eB) 2. 


(3. 4.16) 
Hil YA, BIE An; 对 每 一 CE An KSA 
PLAB) PABIEC'C (3.4. 17) 
等 价 于 
(A+ B*)(ReA)(A*+B) 
<4(ReB)tU—C*C)-(ReB)?. (3. 4. 18) 
证 明 首先 ,因为 l 
B(ReB)'B* = pr BEB" gs 2+) ， 
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我 们 有 


BIReBY 9B =B* (ReB') 1 B=" CRe BB, 
从 而 
《4* 十 召 ) (Re 及)-1(4 十 于 "一 (4 — B*) CREB) T A— RB) 
=A" (ReB)108* +B + (84 B*)(ReB)A=4ReA. 
据 此 ,我 们 有 
IPCA, B) YCA, B) 
= (ReB)? (AtHB AHB (ReB) CAHE) 
—(A*— B`) (ReB) A=B) (AHB (Re B)? 
—4(ReB)?(A* 4- B) (ReA)(A+B*) -ICReE) 上 
(3.4.19) 
TEMG 4.19 RB Re4A>0, BR 
T—¥(A,B)* PCA, BO, 
FCA. B) EAn 仍 出 (3.4.19) 式 ,; 易 证 (53. 4.17) 式 等 价 于 
4(ReB)t (At +B)7 (ReA)(A+B*) (Reb) SI-C'C, 


而 此 不 等 工 等 价 于 不 等 式 (3. 4.18). 引 理 证 毕 . l 
3 3.4-3 ACN, BEN FEA 
C=¢lA), D=4(B), (3, 4. 20) 


其 中 更 是 由 (3.4.2) 式 给 出 的 . MCCA, DEAR. 进一步 地 ,对 
FH. 410 B34. 1 REL OMY. RATA 
PCD OC, DSU YCA, B) PCA. BU, 


(3.4. 21) 
其 中 
U 一 (Re 有 ) 3 (B* HDB" HD (ReB)(B+ D732 
(3. 4. 22) 
是 丁 算 子 ， 


证 明 因为 WE HUA), AC Hy. BE Wy, RCE An DE 
Aw 由 
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C=(A4)) :ADD=CB+D- BI) 
我 们 得 到 
I—DD* =4(B+D-'(ReBB* + D7, 
C—D=2(B+1)"(A—B) (A417, 
I—D?C=2(B* DATB AID, 
[—D* D=408* 411ReB) CB+I)', 
AM HRY HEM RTA 
CMU- DDN EC- DUDO UD D)? 
= {4(B+ D7 (ReB)(B* +H) t 
2BD A-B) (AFD) 
AB-D (A+ B MAHD }™ 
» (4(B* +D (ReB) (B+)! }F 
SUBIDO CReBY(B* +D}? 
-{(B4I7(A-B)(AFI)7} 
s (AED (AFB OB 4D) 
< (Bt EDO (ReEBY BE) 32 
={(B4+ D7 (ReBY(B* HD}? 
e (BHD A—BXA+B*) B" +I) 
CB" 1-1ReBICB+I }?. 


因此 ， 
PCD RCE, D) 
= {(B* +I) (ReBX( BHI}? 
+ (B-I)(A'+B)71(A*—B') 
+ (ReB)7CA— B)CAF BB’ HD 
< {CBT ED (ReBY(B+1)7}2, (3. 4. 23) 
HHA 


(A.B) PCA, B) = (ReB)ECA* +B)C At — B*)(ReB)-? 
. (ReBI 3(A—B)(A4-B* 7 (ReB)?. 


104 移 培 关于 算 于 函数 的 不 等 式 理 论 [第 三 章 ] 


令 
=(ReB) TE (B +D {CB +7)-1(ReB) (B+) 
则 
LU =I=U'U, 
即 为 丁 算 子 , 并 且 
PCD OC, DI =U" PCA, B) WA, BDU. 
WIKE- I 
下 面 给 出 的 定理 3. 4.2 是 Pick 定理 的 另 _ 说 法 ， 它 是 应 用 引 
理 3.4.1,3.4.2 重新 形成 的 定理 3. 4.1. 因为 定理 3.4. 2 的 直接 
推论 恰好 是 关于 算 子 的 Julia 引 理 ,因此 ,定理 3.4.2 被 称 次 关于 
算 子 的 Pick-Julia 定理 33 ‘ 
定理 3.4.2 (2) fC H(A.A) cE AH AEGA,. M 
[I FG) FCA LT 一 Fa FCAY OLE — FG) FCA) ] 
<! (I-zA)U—A* AT USA"). (3.4.24) 
(8) MEHA T), EA A ACA Ml 
[eA +e ao Regan] Ee Aa ge] 


<r ZA)U—A*A) 'U—2A"). (3. 4.25) 


(O PREHUI,A),2<EH H ACH, Ml 
[I—-RG@IACAY ILI —h CAD ROAD JOLT AGRA)? 


PO ep (ReAy MA +zl). G. 4. 260 
4Rez 


td) iF e2E HU) 2€EH BACT, W 
[et A) HRCIT ][Rek (A) J [ACAD * +2] 


证 明 (a) TARO- Le) D 与 一 切 算 于 均 可 交换 ,所 
LL. (3-4. 11) 式 ;我 们 有 
PASTO 
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=(1— | f(2) 2)? FCA) DDALFA) 
* a= | f(z) D? 
={f(A)— RUHIL EA, 
因 瑟 ,不 等 式 63.4. 3? 可 以 写 为 
CFA) FCP)’ PCA AOD DEC C, 
Ftp C=(A— 21 U—-27A)". 由 引 理 3. 4.1. 最 后 的 不 等 式 等 价 
于 
(I-F@s f(A) JL fA) FY TL fd f(A J 
<a IFD DUE OT. 
容易 验证 下 面 等 式 成 立 : 
这 FF 
并 且 (3. 4. 24) 等 价 于 (3. 4. 3). 故 (a) 得 证 - 
(5) 由 (3.4.16) 式 ,不 等 式 (3.4.5) 式 可 以 写 为 
EADE WOD PEAN OODLE, 
其 中 C= (Asr DUA) 由 引 理 3. 4 2, 3. 4 25 RH 
最 后 的 一 个 不 等 式 . Ee Rik - 
(Cc) HA Redo, Rez >90, MA - 
IADA DAD (AHD 
= 4 (Rez) (A* +2zI)7!(ReA)(A+21) >O. 


ICC -ZAI AA) UU 2A‘), 


因此 
l| (A> DLA HEDO <1 
不 等 式 (3. 4 7) 可 以 写 为 
BRA) AIDD DALADA WDS C, 
Hp C= (A— eI AHDE 


G—-C’ OQ = T (AHI) ReA A" Her). 


因此 ;由 引 理 3. 4 134 ORS TRA — ARER 故 
Co) 48 iE . 


106 RRLT RFE SREREAR RH [第 三 章 ] 


Cd) 不 等 式 (3. 4.9) 可 写 为 
PECAY RCEYITY PRA RODD CC, 

Heth C=(A— sD AHED 由 引 理 3.4.2,(3.4.27) 式 等 价 于 
最 后 的 一 个 不 等 式 , A DRE. 

综合 以 上 证 明 , 定 理 得 证 . l 

由 上 述 证 明 易 知 定理 3. 4. 1 关于 严格 不 等 式 的 判断 亦 可 延 用 
于 定理 3. 4. 2. 

推论 3.4.1 (ay SEHA. WEGE- AAN STA 
使 得 

mre E 


lmz, =lim/¢€z,)=1 H lim jee ees (3. 4. 28) 


则 o> OFF RUF IRR AG Ag Rt 
FAJO #040" f(A) OL fay" 


geaU- AUAA UU A") (3. 4. 29) 
成 立 ， 
6) Vee HA. DD). 如 果 存 在 一 序列 1z.} 守 信使 得 
Re(g (2,3) 
limz,=1.1 slimg Cen J=co H lim OIE JE Sato, 
(3. 4. 30) 


则 “>0, 养 且 对 于 任意 的 AEC Ay KER 
Reg (A= UA IU —A* AIA) GB. 43D 


成 立 . 
(c) PERG HCO.A). 部 果 存 在 一 序列 1z.} 宇 使 得 


. aC Aee 
limz,=00, limh (2,)=1 县 im | Re 5 | 


=a oo, 


(3. 4. 32) 
则 e>>0, 并 且 对 于 任意 的 ACHy BER 
[I—ACAY ILIAC AD ACAD LAA) ET (Red 


(3. 4.33) 
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成 立 . 
(2) ERC HUD). RAE PPS z, EE 使 得 
Liman = limé Cen) =20 H lim ESTE . SR nase, 
W ef 并 且 对 于 任意 的 AC Hy. BSH 
aRek(A)i=ReA (3. 4. 35) 
成 立 
§ 3.5 
FRET eS 


Wolff 证 明了 下 面 的 经 典 定理 ,后 来 ,Burckelc2 对 此 又 作 
了 进一步 的 讨论 . 

Wolff 定理 ” 设 f(z) 为 4 内 的 解析 函数 使 得 (4) 守 A 是 对 
‘ER ce ofA BMS Hn KBB =f fas: 
FET, 则 存在 一 复数 w 1w| 一 1 使 得 

elw Jw Sir lwz), EA nl 2 


(3.5.1) 
其 中 
S EA 
eC 2) = 9 Re (ey (3. 5.2 
1 一 到 > - 
r(ws2) 一 2 二 Reliz) (3. 5. 3) 
容易 验证 : 


je—clw2)w|=rGusz)s 
clw, zJ+rlw.2)=1. 
EKE A rare”, w= pet =e", W 


| 之 一 CC yt 二 
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2—2Re (Cuz) 

re? 2— arcos(0-—) -- G-r]? 
2—2rcost# -g) . | 

__[r€2—2re0s(@—¢) Jeos P—¢) — 1-1?) ? 
和 (2—2rcos(d—p)}* 
(2--2rcos(@— ¢) sin (9 — p) | 

(2—2rcos(8—g—yy 
[arri 2rcos (0—p 
[2—2rcos(@—g) | 


= | Fe 


4 
Tr 
+ 


leret e tr?) — 2rcos— p) 
— Re (wz) — 2—2Re(we) 


rlwsz) = 


(z— elw w| = riw), 
riw) +Hecelwiz)=1. 
BRET T Wolff 定理 为 下 列 定理 1 
定理 3.5.1 设 f 为 4 内 的 解析 函数 使 得 AC24) 生 A 并且 对 
FERCA SOD WORT Bn 次 重合 则 必 存 在 一 复 
Mow. |wl— 1. f1 
| fl A)—clw Awl | Sr(w. A) n=1i2e, (3.5.4) 
Hh AY Hilbert SAH 上 的 喜 压 缩 算 子 . 其 次 ,对 任意 复数 吧 ， 
jz 一 1, 及 其 真 压 缩 算 子 A FIKRA 


|} A—cGw. Awl || =rGe, A), (3.5.5) 
co AltrOw,A)=1 €3.5.6) 
成 立 ,其 中 
|| G-A I BA wA Uwa") | 
e(w,A)= ， 


Ea TAAA wA 

(3.5.7) 
r(w,A)= || ¢—-wA)(2I-wA—wA‘*)'U—-wA") |. 
(3. 5.8) 
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为 了 证 明 上 述 定理 ,除了 需要 引用 前 面 已 证 明了 的 基本 定理 
和 Pick 定理 之 外 , 尚 需 下 面 引 理 . 

引 理 3.5.1 设 4 为 Hilbert 空间 上 的 真 压缩 算 子 ,z 为 |>， 
<1 的 复数 ,并 且 O<pe<1. 则 


| (A—2f)(1—2A)7! || <1. (3.5.9) 
其 次 ,不 等 式 
|| (A-—21) I-A) || <p (3.5. 10) 
成 立 , 4 AS 
O— pz gazle z 
la 1—e' lel? | 10 lz]? (3.5.11 


《3.5.10) 与 (3.5. 11) 中 的 等 式 同时 成 立 或 不 成 立 . 
证 明 不 等 式 (3.5.9) 直接 由 基本 定理 可 得 . 不 等 式 
《3. 5. 1 人 0) 等 价 于 
UzA TLA SIMA D IZA) A I. 
it Bll 
(A* —21)(A— 21D) Sp? UAUA). 

将 上 式 展 开 , 则 有 

A*A—zA*—zA+ |e PISPA rA" + jel AA, 
Ep 

A AQ- Pla pA La AK ll, 
XBH 


z0) ,. Oe) p— te? 
Lele Pl SS eel 
striae let in ELST 
(pz (A=) (1— |x|)? 
ar He) (aA) Sa ee 
困 为 上 不 等 式 与 不 等 式 (3. 5. 11) 等 价 ,所 以 (3.5. 19) 与 (3.5. 11) 
si 
土 述 证 明 中 ,如 果 将 “所 "多 为 <” 结论 仍然 成 立 . 从 而 
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(3.5. 102 式 中 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 (3.5.11) 式 中 的 等 式 成 立 . 引 
理 得 证 . l 
定理 3. 5. 1 的 证 骨 ， 
设 f(x) 为 A ARR S AOSTA Ser N cE A 取 -- 
FPP a. EA ac imas 令 Asaf. 由 于 
fe—(C2—f ile) t<a.= le]. 
则 由 Rouché 定理 ,存在 唯 -- 的 zs, lan | a..z — F(a) = 0. 在 序 
FA ze) PER — BRS IPI, ARI le}. S w= lime, 出 
jw |<. 因为 对 任意 24. fed e2, PDA |wl=1. 否则 ， 
PQ) = Heated aw, 
此 与 f(z) 关 zlzE€ AF E . 
现 考 虚 H 上 一 面 定 的 真 压缩 算 子 4. 以 UR Ae Ke 
&. Woe An AYO. Ae, 
LAKA IEL, (3. 5. 12) 
并 且 , 由 定理 3. 2. 2¢Pick 定理 )， 
I AD zt} SEA 
| ED Fm TT Fe Ce) fl CA YT (| 
| 


=| 
< || AS a DARRA |. (3. 5.13) 


令 
Pe (3. 5.14) 
-pe 1 
Tet la? (3. 5-15) 
a 2 

n= Dee (3.5.16) 

则 由 引 理 3. 5. 1, (3. 5. 13) 式 可 写成 下 列 不 等 式 
il fill CA) — ciza il Lro nske (3 5 17) 


对 于 每 一 固定 的 x, 则 有 
lim fi e) = fmcg) ‘EA 
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事实 上 ,由 于 序列 {于 一 1,2,…} 在 仿 内 为 一 元 有 界 的 ,; 故 它 是 
A ARIE AUK . 从 而 ,由 Vitali seo ay ay 

lim fx") Cz) = fe) 
在 和 的 紧 子 集 上 一 臻 成立, 即 A 内 的 解析 函数 . 由 性 质 
2.2. 1( 或 [45], 严 . 571) 


lim I] APIA CA) || =0. (3. 5. 18) 
由 于 
lim || CA~ zD A) || 
= || (A—wi) HITA! | 
= || w(wA—1) I—wA) || = |wi=1. 
则 我 们 有 
timp, = 1. (3.5.19) 


kwon 


其 次 ,对 于 右上 的 任 一 真 压 缩 算 子 3, 我 们 有 
a= haa sa | BB yr 
= (1~supe(B* B)! 
=supe((I—B*B)7"), 
从 而 
a— | By a t= | HR Bh. (3.5. 20) 
由 (3. 5. 14) 式 及 引 理 3.5.1, 我 们 有 p< 之 1; 并 且 
l 220 A— 2) OI—zA) I See] zal EL 
应 用 (3. 5. 20) 于 
B—ztA—cl OBA)!, 
得 到 
C1— pg | ze 1797! 
= 外 4 一 | 一 和 站 CA" 2, DCAD) 
* (1-2,A) 1} |. 
而 上 式 右 端 花 括号 内 的 算 子 有 恒等式 ; 
I— eT rAd) At 2, ASD IAD 
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= {icn AT eA A) 
一 lz /?7CA* —2,1)}(A—2,f))(f—2,A)7! 
={1— [gle ) {1 Je es } 


. (i—z,A)7'. 
故 得 
1~ izl? 
isp |e" 
= |E aA AH la DRAA A 
(3.5. 21) 
于 是 ,由 (3,. 5. 16), (3.5.8). 63.5. ISIE ABC. 5. 21) 式 导出 
limr, =r A). (3. 5. 22) 
kor 
将 (3. 5. 20) 应 用 于 
B=(A-—2/)Cf—2,A)7}, 
我 们 得 到 
(1— pT! 
=~ || CA~ zD zA E] 
= idg UnA A" — 8D CA— aD U A) Hh 
而 由 恒等式 
TIT— (rAd A RDAS aD SA 
= (i—z,A“ yfi zA" YEI — zA) 
—(A" mR LAS a URA 
=(1— |z D USAN UMA ADI RA, 
我 们 有 
1 yaa A 
1 la? Il (i zA) Fi A A} cf Zk J i 1— ps 
因此 
1— lz 


1 ala | 2-2, A) I—A* A) UI A |. 
~~ ke 
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从 而 
. llig — | 
lim Poy (I—wA)(I—A‘* A) 'Cl—wA"*) ||. 
ka i1— po, 
(3.5. 23) 
由 
n=. 1—p,? 
Oe isla?’ 


WA C3. 5.19),03. 5. 229,03. 5.23). RIS 
limeme (es A), 
其 中 ctw,4) 依 定义 (3.5.7) 式 ， 再 利用 关系 式 (3.5.18)， 
(3. 5. 22) (3. 5. 24) lima, wos fe (3: 5. 1D she bo AEA 
等 式 (3, 5. 4)， 
在 上 面 关于 (3. 5. 4) 不等式 的 证 明 中 ,序列 ts 及 其 极限 也 
AR SRF PL I. 现在 证 上 明 (3. 5.5) 和 (3.5.6) 式 对 任何 多 ;其 中 [wl 
二 1 以 及 五 上 的 任 一 真 压缩 算 子 4 均 成 立 , 即 与 函数 了 无 关 ， 
考虑 任 一 复数 ww) =1). Riz} CA, lime =w- A 
为 吾 上 的 任 一 真 压缩 算 子 ， 仍 用 (3. 5. 14), (3.5. 159, (3. 5. 16) 
AIEN Perce Mire 应 用 引 理 于 (3. 5.14) RTA 
|| A— czd | =r (3. 5. 25) 
为 了 由 (3.5. 25) FH C3. 5.5), 只 须 注 意 53. 5. 22), (3. 5. 24) 的 证 
有 明 方 法 仍然 有 效 ， 
景 后 ,为 了 证 明 (3. 5.6) ,我 们 注意 
1 十 UWA A ADU wA") 7? 
= i+ (supe J wA CA A) U—wA"))} > 
=info( J+ US wA NT UA A)U—wA) "1. 
将 此 式 与 下 列 恒 等 式 结合 - 
I+Ud—wA")U—A* A)U—-waA)" 
=J wA OT SwA NU EADH I-A‘ A) 
» (I-wA) 
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=U wA NTZS WA wA") USWA) 
则 得 ‘ 
1+ | (@-—wAyU—A* ADU —w A") || 7? 
=infol(I-wA*)7'(2I—wA—wA*)(I—WA)-"] 
= || E TA I wA wA T U SwA") || 7. 
上 式 即 为 (3.5. OR. 定理 得 证 ， I 
TARE Se BS. 5.1 的 两 个 政 进 的 结果 . 在 证 明定 理 
3. 5.2,3. 5. 3653 之 前 ,我 们 需要 证 明 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 3.5.2 tA A Hilbert 7A H LRA ERR ST w 为 
ARH wl Sd 则 不 等 式 
| (I-wAVI—~A* A SwA N dd B. 5. 26) 
等 价 于 . 
uw d(d w |37 — z 
ate | ae 
ERG. 5. 26) 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 (3. 5.27) 的 等 式 成 立 . 
leo | <1, MCS. 5. 26) 和 (3.5. 27) 均 等 价 于 
4 上 lw 一 1 
d 


A 


Ë 3.5.28) 


| (Aw) TWA) I S| 


并 且 (3. 5. 26), (3. 5. 27) C3. 5. 28) AUER DAL RT BR AB RE - 
证 明 ”因为 不 等 式 (3. 5. 26) 等 价 于 
(I—wWA)U—-A* A) CU wA dl, 
即 
人 一 站 AT KaU WA U wA, 
亦 即 
dU—A* A)=U—wA")U—waA). 
而 上 式 可 写 为 


ge w didt lwl’ —1) 
(4 Irea Tal! |S at ie 


(3. 5. 29) 
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FAH. (3. 5. 26) 与 3. 5. 27) 等 价 . 
不 等 式 (3. 5. 28) 等 价 于 
CI —wA*)7!€A* DLA Sw U—@A)7 
d+ |w|:—1 
<= d i, 


或 者 
A*a AS wD 


此 式 可 写 为 

C jel dt je [DAA SWA m wA H aO. 

WR fee <M ERF TT 

Cdt [w| DA A—wA—wA*+(1—d)I<0. 
MER tA PF 3.5. 299. AE. H wel By. (3.5.28) 与 
(3. 5. 270). M m t3. 5. 20 等 价 ， 

将 上 面 的 证 明 过 程 中 的 不 等 号 换 为 严格 不 等 号 ,结果 仍然 有 
te. 因此 ,(3. 5. 269.03. 5. 27), (3. 5.28) 式 的 严格 不 等 号 同时 成 
T. 由 此 亦 知 ; 当 Jw| 过 1 时 ;它们 的 等 号 同时 成 立 或 同时 不 成 立 
. 故 引 理 得 证 . l 

引 理 3.5.3 设 Hilbert Sf] H LRAT BAR ReB>O.w 
是 一 复数 且 Rews0,02>0 则 

|| (B+eD (ReB)'CB* +aF) || Se (3. 5, 30) 


1¢7—wA")U—wA), 


d+ |w|?— 
d 


等 价 于 


8 _ & 3 

|»—$—m1| <(F—sRee| (3. 5.31) 
(3. 5. 30) SE ot We We 24 AAR M43. 5. 31) 等 式 成 立 ， 
E Rew => 0, MCS. 5. 30) .(3. 5. 31) 均 等 价 于 


1 
| (B-wI)(B+al)7 |l <| Hee) z 


并 且 (3. 5. 30), (3. 5. 31). (3. 5. 32) 等 式 同时 成 立 或 同时 不 成 立 : 
证 明 由 于 (3. 5 30) 等 价 于 


$ (3. 5， 32) 
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(B+wI) (Reb B* +wl) SI, 
或 者 
dReB= (8 +01)(B+al), 
而 此 式 可 写 为 


因此 ;C3.5. 30) 等 价 于 C03. 5. 31). 
不 等 式 43. 5. 32) 等 价 于 


(Bi +el) B" al) (B— wD B +31) <] 1 
或 者 
CB’ -an BoD 1— Eee CB* wl (b+), 


或 者 
tee (B+ B | 5 一 oj 有 | È a) Bo + lwl 1}. 

X Rew>0 时 ,上 不 等 式 等 价 于 (3, 5. 33). 因此 , 当 Rea>o ay, 
(3. 5. 32) 等 价 于 (3. 5. 31)， 从 而 ,也 等 价 于 (3. 5. 30). 

显然 , 若 将 上 面 陈述 中 的 不 等 号 换 为 严格 不 等 号 同样 有 效 . 
因此 , 24 Reel 0 Ay, (3. 5. 30), C3. 5. 31), (3. 5. 32) S$ xh [rl mi Be a 
BR AR ae. SARE - l 

定理 3.5.2 BSHAAHR ARAM HE Hos 
设 (n 1,2.) EM Sn RESCH. msr sf e 
fo-l,p>2). WEE- w |w| 志 1, 使 得 下 面 的 不 等 式 
(3.5. 34), 03. 5.35), (3.5.36) 和 和 C3.5.37) 对 于 石上 的 任 一 真 压 


缩 算 子 均 成 立 : 
(wl TEA SAD ef CAD 
<(1—WA)U—A*A)U-wA"), (3. 5. 34) 


Qa- wl EU RAT | - A) - wf AD" }7 
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+ {F—zafCA>* } ， 
si Ci—wA){Ci-+ wl —waA—wa’ }o'Ci—wA"), 
(3.5. 35) 


[amna 


wo F 
diw, A) + [w l? 


sh 


= 了 
dlw, A+ wl 
_ idiw, Adiw, A) + jw]? —1]}? 


diw, A+ lwl? . 
(3.5. 36) 
{LAI CA — wim CA 
= || tA wD J wA | 
_ d+ il) 
diw, A) ” 
(3.5. 37) 
其 中 中 = 一 1,2， FB 
d(w,A)= || d wD UA A) TU —wA') |. 
(3. 5. 38) 


Bok, lel 41 时 ,我 们 有 O= w. 

证 明 到 一 序列 tai 使 0<ax<1 并 且 lima,=1. 令 fy=alf. 
由 于 对 于 |]z| 一 arr |z ir hl | 过 a4 二 lz, AK Rouché 定 
理 , 存 在 唯一 的 Ta 满足 |z] <a H ra falz) = 0. Belz. RI — 
RF FM PEWA ia $ w= lime Wiels 于 是 ; 当 
lw [1 时 ,我 们 有 Fwd = we 

AAW zea, 

[ fae) ~ Feed |< aes 
Bi Uslim sf.) 一 fz) 在 A 上 一 致 成 立 . 于 是 ,由 性 质 2.2. 1, 对 
于 右上 的 任 一 三 压缩 算 子 4 ,我 们 有 
lim I ALAD S FAD) =0. (3.5.39 
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由 于 SCA CA, fF CAYCA, IRAP A 1. 
1 FAD I <1, || f2CA) |] <1. 
根据 算 子 的 Pick 定理 (定理 3. 2. 2) ,我 们 得 到 
4 一 2 
e {Jak A)— e {i EA] 
= {If le AAND TAA SDE 
"(FCA — EEMS h GALA 
<I — 2A") A* saD CA— aD USRA. 
(3. 5. £0) 
而 对 于 五 LAA BERR e lell RNA 
(B*—z1)(B—=1) 
=(J—2zB*)(—zB)— (1 — |z| QB" B). 
因此 ， 
CU —2B")71(B*— 21) (B21) I-28) 
=] 0 lz PI zB MT U B RUB, 
(3. 5. 41) 
RAR 
I— |z| —2B* 0B * 21) (B- 2D UEB) 
=(1—-2B*)7(Ud—2z38*)U—2B) 
—|2|?(B* —21)(B-21I)} U rB) 
=(1—Jz|2)(F-2B° 7 (C+ lz P HBB} 
。( 了 一 EBD) 一 !. 


《3. 5. 42) 
应 用 等 式 (3. 5. 41) 1 — [zn PO PAT CS. 5. 40) 导出 
U af AD Uf CA) PCA 2a fi CAD 
SU —2,At) 7 U—A* AURA) 
对 于 上 式 , 令 jco ,并 且 应 用 (3. 5. 39) 式 ,我 们 得 
(I —wf CA)" I- FCA) SCAN I ef CAD} 
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= (I—wA") UA AU wa). (3.5. 43) 
由 于 (3.5.43) 式 两 边 的 算 子 均 为 可 逆 正 算 子 ,于 是 (3. 5. 43) 两边 
同时 取道 , 即 得 (3. 5. 34) 中 的 第 二 个 不 等 式 . 
Wie FASS HRS. 5. 42) FM 1— len} 22> 0, pa C3. 5. 40) OT Se 
{Taf CA TAF len PE 2 fi CA) — eA} 
+ (7—2,Ff,(A)} 7} 
BUA) | (I-AA I-A 
F ko, Sy ` 
{I—wfCA)* Ha e PHEA wf (A)*} 
e [I— af CA} 
> —wA O14 |e DI -wA wA UEA). 
因为 上 不 等 式 两 边 的 算 子 均 为 可 递 正 算 子 ,所 以 上 面 不 等 式 等 价 
F 3. 5. 35) 中 的 第 二 个 不 等 式 . 
由 于 对 省 好 外 <1,|z| 委 1, 等 式 (3.5. 41) 的 左边 为 正 算 子 , 因 
此 ， 
Te QO |z| D UBNT UB" BUR, 
BA 
O~ pU- EBDUL Bt BYU —2zB"). 
, (3.5. 44) 
于 是 ,由 (3.5. 44 | FCAD <1 A wi] AAG. 5. 347 中 
的 第 一 个 不 等 式 成 立 . 由 (3. 5. 42) 可 导出 
Te0—|2!)0—-zB)(0+ |z| 1—zB—2B*}"! 
"(I—xB'). 
(3. 5. 45) 
国 此 ,(3. 5. 35) 中 的 第 一 个 不 等 式 为 (3. 5.45) 的 特殊 情形 . 
因为 CAI CA, BREA OAD | MG). 由 于 AAD 
= fC f-04)) ,并 且 (3. 5. 34) OEE EASE Be ae He oe. M 
nol. A 
Uw fla) 一 AAA H wA} 
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{i CAD} UF flr CA) TECA) 
e [Ef CA) * pte 
K(I-wA)U—A*A) OCU SwA"). 


此 即 意味 着 
| maf ICA) y tr felcays fri Ayy iwi! (Ad 了 
Sad (iw AJ (3. 5. 46) 


则 由 引 理 3. 5.2, M03. 5. 46) ACS. 5. 38 SR AT SW 3-5. BOWER 
W ell 时 的 (3. 5.3770. m pwl =l BY. (3. 5. 87) hap. E 
时 (3. 5. 37) 式 成 等 式 . 故 定 理 证 毕 . l 

定理 3. 5.3 he 为 开 半 平面 了 内 解析 的 复 函 数 ,并 且 eUD 
CH. 则 或 者 对 于 H 上 的 每 一 使 得 ReB>0 的 算 子 BB, 均 有 不 等 
式 

Reg(8)22ReB 

成 立 ; 或 者 存在 一 复数 w H Rew 之 0 个 得 对 于 五 上 的 任 一 Re 
的 算 子 B, 下 列 关 系 式 均 成 立 : | 

Reo <ig(B) wl} {Reg(B)} {gtBY' tel} 

(BHO (Ref) 1(B*+al), (3.5.47) 


_ i 
[eB 2w, E) a 


gI) — ou|<[a— [一 了 一 


1 


= [18D] lw, B)» nea}! > (3. 5. 48) 


Ig cso —el Het CE 十 四 一 | 
ARew | 


<I (BaD B+el | =|1— se; 


(3. 5.49) 
其 中 4 一 1,2,… HF 
elw, B= || +a) (ReB) 18" +01) ||. G3. 5.50) 
其 次 ,车 Rews#0, ii] giw) = 0. 
证 有 明 $ 
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He) TE plz) = Ee. 
Ne So PARR HA p= ML GUD=4. fd: gg 
WS fA ARE OCS 于 是 存在 一 复数 ww 其 有 定理 3 5.2 
所 述 性 质 . iesp) 考虑 石上 的 算 子 8, 其 中 Re8>0, 并 下 
令 A=B). 则 上 41 过 1 B B=9(A). 因为 


OAD= (be ge OA ptB)), 


所 以 我 们 有 
FAD = [gB] gtB + 1. (3.5.51) 
从 而 
I— fA = e I (3. 5. 52) 
FA 


T—fCA)' FEA = Lg) H Be) +e Gs] 
—[e(B)*-Tg(B)—-I tetris’, 
al 
I~ FLAY" f(A =4[¢(B)* 47) [Reg (B leB HI]. 
(3.5535) 
作为 (3. 5. 52), (3. 5. 53) 的 一 个 特殊 情形 ( 即 g(x) 二 x 二 A(z)) ,我 
们 有 
I-A=2(8+1) 3. (3.5. 54) 
I—A*A=40B* D1 CReBYCB+ FT). (3.5.55) 
ROE wA, W w= ple) Foo, HH A 
I—wf A) 
=- (GHD EDT) 


[emn] 
即 


I—wftay=—2-[e(B) ter l[g(B) +I}. (3.5. 56) 
o+1 
特别 地 ， 


122 LTE T RH REA IH [第 三 章 ] 


I-wA=- (E+B, (w41), (2.5.57) 


w+ 1 
LAR 
1a fw P= EES wl). (3. 5. 58) 
下 面 分 两 种 情形 考虑 ， 
情形 l:w=1. 


由 定理 3.5. 2, 我 们 有 
{I~ FCA) YI— FCA)" FLAD OHI FCA) "} 
<(I-A)U—A"A)“'U— A"). 
利用 (3. 5.52), (3.5. 539,03. 5. 54) LARG. 5.55), W ERS 
变 为 如 下 不 等 式 
[Reg(B)]71<[ReB]-! 
BIAS Est Reg(B)ReS 成 立 . 

情形 220% 1. 

此 时 ,w 是 有 限 的 ,并 且 Rew 0. h Po lwl Al jh C w= 
w TE, 当 Rew 关 0 时 ,我 们 有 gC(wm) = 一 w. 因此 ;应 用 C3.5.58)， 
(3.5.56), (3.5.53), (3.5.57) 以 及 (3.5.55), 我们 可 以 从 
(3. 5. 34) 导 出 (3. 5. 47). 

由 于 DEE, WSFA n= 1.2. RR A 上 的 任何 
ReB>0 HEF BWA Ree (B)>0. FH. 5.47) 式 ,对 于 
这 样 的 算 子 BUR =g) RNA 

(gKB) +07} (Reg Bd} (eg (B) + or} 
{gr BI +l} (Regt B) 71 gE Hol) 
eel (Btw) (Re B)7(B* +l). (n=1,2,."°), 

从 而 ,对 于 al, 
| (g(B) +e7} (Reg KB) y a "(B)* Hal} |l 
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<dCw,B). (3.5.59) 
Ham 3. 5.3; 我 们 从 (3. 5. 59) AICS. 5. 50) BT HEH C3. 5.48) 式 ,以 
RC. 5.40 RAY Rew >0 的 情形 , 当 Rew=0 时 ,显然 (3. 5.49) 式 
亦 成 立 , 此 时 为 等 式 . 定理 证 毕 . 


§ 3.6 


von Neumann 不 等 式 的 精确 化 


在 $3.1 中 ,我 们 给 出 了 关于 算 子 函数 的 基本 定理 ( 即 定理 
3.1.2 BRR ee 1) 和 von Neumann 定理 5( 即 定理 3. 1.2) ,并 且 
这 两 个 重要 定理 可 以 相互 导出 . 同时 ,我 们 也 知道 von Neumann 
不 等 式 与 Schwarz 引 理 有 密切 的 关系 . 由 定理 3.1.2 可 将 复 分 析 
中 与 Schwarz 引 理 有 关 的 几 个 经 典 定理 推广 到 算 子 消 数 的 情形 
《参见 8 3.2, 83.3). 在 这 一 节 , 我 们 将 给 出 基本 定理 的 更 为 精确 


化 的 形式 ， 
MF we ARMY « 表 示 下 面 的 函数 ， 
by 2) = Fee RED. (3. 6. 1) 


HFA wesa MER? 且 19|=1, 我 们 称 ye. 是 Möbius BR. 
因为 COCA, APRA, A ET RA we A AA ER 
真 压缩 算 子 ARTA 
Il Ca) [| <1, (3. 6. 2) 

Fi el A= Aw Iw). 在 下 面 的 定理 证 明 中 我 们 将 
多 次 用 到 $3.5 中 的 引 理 3. 5. 1. 

定理 3.6.1 HS EA ARMA (OCA. 则 对 于 Hilbert 空 
WH 上 的 任意 真 压 缩 算 子 4 和 wwEA, 我 们 有 


o asja | DF) || 
FADIA © Fe 
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~ eA) I A | Fl) |?) 
“S| TA [fe |? (3. 6. 3) 


和 


| Hof AD |p + | Cw) | 
<x 
Il FCA) se ll te€A? H+ [Feat =! (3.6.4) 


(3.6. 3) 式 的 等 式 成 立 当 和 且 仅 当 A 二 wl 或 是 Mobius 变换 . 
证 明 在 定理 的 假设 下 ,由 Pick 定理 (定理 3.2.3), 我 们 有 
Il ge EAD ILS |] CAD |] (3. 6. 5) 
FF (3. 6.5) 式 的 等 式 成 立 当 旧 仅 当 4 一 az 或 了 是 Mobius 4 
换 . 因此 ,不等式 43. 6. 3) 及 其 等 式 成 立 的 条 件 由 53. 6. 5) 式 应 用 引 
HE 3.5.1 F B= fA) .2= fle) .Pp 二 || CAD | 而 得 . 
由 (3. 6. 3) 式 通过 三 角 不 等 式 ,我 们 得 到 
— 2 — A 2 wu 
lft I< || 4A) | Olea bes 123 | Fee) | 
_ tA) | +14 Ge | 
cA) (Fe | 
FE. hG S DARI D al, | FCA) 上 的 上 确 界 严格 小 于 1， 
即 (3. 6. DRR. 
$3136.24 w= 0 时 , C3. 6.4) 式 简化 为 
Ira P< <. 
故 定 理 得 证 . . | 
推论 3.6.1 SEA ARR IOSA, f(0)=0. 则 对 五 
上 的 任 一 真 压 给 算 子 4 以 及 4 AE wro REA 
一 AY |] Drw tF iw 
fa ss Deere Al 
e406 AD || Cl — fe Ew 


Sj | (A) 2+ feo w |All, (3.6. 6) 
以 及 


1+ [eA l fw Fw) | 
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成 立 ; 此 外 当 w= 二 0 时 ,我 们 有 
a- Aor , 


| 
FATA Pop 
1—|/'¢o) |? 
Sim altr o | A fl C3. 6.8) 
CLR 
Ira cAI OO] an 《3.6.9) 


14+] 4+ too] 
证 明 显然 , 若 f(z) 一 7z, 其 中 为 常数 是 171 一 1, 则 
(3.6. 6), (3. 6.7), (3. 6. 8) ,以 及 (3.6.9) 拘 为 平 几 的 等 式 . 
现 不 妨 假 设 了 不 为 72 ZR Rll ERS EHR 
£: 
gl(z)=2 fiz) 0; g(t0) = (0). 
eS ARR AREA (ADTA 应 用 和 定理 3.6, 1 TAR g 
并 且 利 用 六 4)= 一 g( 有 4)A4 ,推论 获 证 . 1 
推论 3. 6. 1 是 算 子 Schwarz 引 理 的 更 精确 形式 , 即 除非 4 二 0 
或 f(a) =z Hir = 1, PSEC. 6. 79103. 6. DE ACAD ES 
| 4 站 重 为 精确 . 事实 上 ,如 果 Oy Bly] =l, MF OF 
we A RNA 
jee) [<1 DARI CO [<1 


因此 
| at AD l H peT E ae | A 
I o fey] AEA 
tH 
PAN IF CO i 


1+ Ad - LO} 
下 面 的 定理 3. 6. 2 是 不 等 式 (3. 6. 3) 和 (3. 6.4) 的 进一步 精确 
化 . 设 了 在 4 内 解析 且 FaA)S4,4 为 总 土 的 真 压缩 算 子 , 对 于 
were Awr TAL Fide: 
alf Awer) 
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th AD Wt n Lr FM) | 
THT AT TG pe FT 19 
以 及 
alf Arw) 
_ ef AD +O = fe Dal 297 LF wi 
1+ AD TEA re PI LF Ce (EF eed 


(3. 6.119 
由 于 
则 有 
limat fA,w,2) oatf, A,w), 《3. 6.12) 
应 该 注意 到 :除非 了 是 Mobius 变换 ,我 们 都 有 
| jt Fed) | 2) | ewe CA, 
HA 
-一 | ae) [<1 WEA 
1 一 | fre) |? 
于 是 ,由 以 上 事实 与 了 Au 人 4 | <ic Al <1,.<E 4), Pe 
otf Aw lw A 《3. 6. 13) 
以 及 
at fA wd 3.46.14) 
成 立 , 除 非 子 是 Mobius 变换 ， 


定理 3.6.2 SES ARRAIA, HHA AW Hilbert 
空间 及 上 的 真 压缩 算 子 . Wt wed. WARS 
Dr (FCA) Il Se tl pa} ， (3. 6.15) 
~ Ce? | pcA) |] 2 F Ge) 
FATT eT 


all CA) (IT 一 | ftw) 1?) 
“Spa [| a) PP + LF wd |?” 


(3. 6. 16) 
以 及 
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a |} CAD | + LF Ce) | 
WFAN Sep RAT [Feel 6 17? 


Hie 可 取 为 eal fh, Ase rz {zE Arw), Raa f.A.w). 

在 证 明定 理 之 前 ;让 我 们 比较 一 下 (3.6.15), (3.6.16), 
C3.6. 17) 与 相对 应 的 (3. 6-5). C3. 6. 3), 《3.6.4). 我 们 已 经 知道 ， 
i dE 了 是 Mobius $, BM e1. AH we CAS (A- wd 
wA), i || CA) || =O 4R(24 Awl. $ Aw BS RE 
Mobius 变换 , 则 (3. 6.15). C3. 6. 17) 比 相对 应 的 (3. 6. 5).03. 6. 4) 
更 为 精细 ;而 C3. 6.16) 的 右边 小 于 (3. 6. 3) 的 右边 , 从 而 ,3. 6. 16) 
给 出 了 优 于 (3. 6. 3) 的 (4) 之 通 近 . 

证 明 考虑 4 内 的 两 个 相 异 点 w. > 


v= pe, lz) (3. 6. 18) 
以 及 
E= fr 了 pe (3. 6. 19) 
RNA 
by? pe ie (3. 6. 20) 
并 且 
g CO) 一 让 区 sw. (3. 6. 21) 
因为 <&-* 是 上 AYE BRK te 
EO pu= ppt °F, (3. 6.22) 
从 而 
ee) = Cg? pw) CI = pp FD). (3.°6. 23) 
EAH 上 的 真 压缩 算 子 4, 令 
百 一 各 (各 )， (3. 6. 24) 
则 由 (3. 6. 249, (3. 6.22) 以 及 (C3. 6. 20) ;我 们 得 到 


E(B)—(g° PCA) =f (FCA) (3. 6. 25) 
以 及 
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| 4B) DS | Cae © fw CAD Il 
= | 4, (A) ll. (3. 6. 26) 
h Bll <l.g A ARRATH 2 (295A, 2 (0) = 0.04 OCR ws 
z) WHC. 6. 7) AN (3. 6.9) 式 可 得 


Il 6B) f + logo) | i 
le A 
(3.6. 27) 
以 及 
Bll tlg 0] 
le Isaa eT BI. G- 6- 28) 


因此 ;由 《3.6.26), €3.6. 18), (3.6.23), (3.6.13). # BOE A 
(3.6. 24), (3. 6.21). C3. 6. 14)， 我 们 得 到 


Il ty CB) || + legd] 
1} J y (B) il ` PATES A wer). (3. 6. 29) 


类 似 可 得 


E || + le’ 
= i d I ras | =al f, A w). (3. 6. 39) 


FE. a Foal f.A,wsz)s RAY wz € A, (3.6.27) BEA 
(3.6.15); 对 于 a= alf, A, w), (3. 6.28) BRA 3.6.15). 从 而 
(3. 6. 159487. 

出 引 理 3.5.1 知 53. 6.15) 与 (3. 6. 16) 是 等 价 的 . 因此 ,利用 三 
角 不 等 式 , 由 53.6.16) 推 得 (3. 6.17). WERE. i 

我 们 已 经 看 到 不 等 式 (3. 6. Nae TAF Schwarz 引 理 中 
AY ARE | fC4) ISAN. FERE EA E 3. 6. 2 的 特殊 
情形 ,将 使 (3. 6. DREAME. 

推论 3.6.2 设 了 在 4 内 解析 且 了 (4A) 三 4,7(0) 二 0, 并 且 
fQOAn 其 中 ?了 为 17| 一 1 的 常量 . 则 对 于 Hilbert 空间 A 上 的 
任 一 真 压缩 算 子 4 ,我 们 有 


BLAIS OO) 
LEADIS ISTAT. Trey ll, (3. 6. 31) 
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其 中 


g=- Lal ti + 2a 
14+] All e EO 2 E E 


(3. 6. 32) 


证 明 在 4 内 定义 函数 g: 
glz}—e l flr) Ore A EH g(t0)=f O. 

Dg E A ARRA er ASAA SeA =l. 应 用 

(3.6.17) st w=0 的 特殊 情形 于 g RITS 

aA} +] eC) 


le STAT 1gT' | A <1, (3.6. 33) 
其 中 
— Lapte a-lo 
ealgA DT Tad + ie oaeo |) 


(3. 6. 34) 
FAA g (0) = 77 (0), g o = £00 /2, RK w= alg, A, 0) Bp 为 
(3.6.92) 所 给 之 p. 因此 ,由 (3.6.33) RHF CAD = 
eCDAl <|gtA)l + LAL ,我 们 得 到 (3.6. 31) 式 . 
ERG. 6. 31) 与 (3. 6.9) ,并 且 广 意 到 等 式 : 
IEI dg (DI 
20— |F 0 1-} C0 |? 
的 左边 三 1, 除 非 & 是 Mabius 变换 . 因此 ,除非 Fe) 一 zs8(z) 其 中 
g 为 Mobius 变换 ,我 们 有 6<1, 故 在 推论 3. 6.2 的 假设 条 件 下 
(除去 zz) 一 和 ,13?1 =1 的 情形 } ,不等式 (3.6. 31) 较 强 于 推论 
3.6. 1 的 (3, 6.9) ,除非 4=0 或 (2) = eglz), P g A Möbius 
变换 , 从 而 推论 得 证 ， 1 
推论 3. 6.3 设 了 在 4 内 解析 且 COCA. MR A H Hilbert 
空间 上 的 真 压缩 算 子 旦 AO =0 WHE wE ARIA 
z 234 
l aA ts 
_g—lwjdD if Ged | 
20+ |F(w)|) 


(3. 6. 359) 
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Ab > | f (lw) l CET I Co) | 内 在 fw) 二 0 或 为 Mebius 
TARRE- 
GEAR 因为 六 4 一 0 所 以 
| eres FAD = | FCwd |. 
于 是 ,由 定理 3. 6. 2 的 不 等 式 (3. 6 15) 可 得 
Lf Cw) | <a hf, Asw | CAD |. 
LH. 6. 11), 即 ecr Aw HEY RAERE 


| C= jw?) wy 
[Feo 11+ Ih 0 AD 1 1— | F Ge) |? | 


< hd 
面 此 不 等 式 训 重 写 为 (3. 6. 35)， 
易 证 (3, 6. IDRA RE | D PeT 


此 不 等 式 左 端 的 第 二 个 因子 他 0, 并 且 它 等 于 零 的 条 件 只 当 /为 
Mobius 变换 . 这 就 完成 了 推论 的 证 其， f 


ERE A=cl, c€ AMA FAOI AAD = 
f(z) |. Buk, 4 Amr 2A i. Ee 3.6.2 就 转化 为 不 合算 子 
的 复 值 解析 函数 情况 的 结论 . 


第 四 章 


Harnack 不 等 式 的 算 子 化 


本 章 将 继续 论述 樊 氏 关于 算 子 函数 的 基本 理论 . 我 们 将 致力 
于 (在 算 子 意义 下 的 ) 儿 种 Harnack 型 不 等 式 的 建立 ;之 后 ,还 要 
证 明 算 子 解析 函数 的 优势 原理 ;最 后 ,讨论 具有 负 茶 数 的 p- 叶 算 
子 解析 函数 的 特殊 性 质 - 


§ 4.1 


两 个 典型 的 Harnack 不 等 式 


在 8 3.2 中 ,我 们 已 将 经 典 的 Harnack 不 等 式 推广 到 算 子 情 
形 (推论 3.2. 3). 现在 ,我 们 要 给 出 由 禁 壤 建立 的 两 个 典型 的 Har- 
nack AERO, PER 4.1.1 和 定理 4.1.2. 在 证 明 这 两 个 定理 
之 前 ,我 们 需要 下 面 的 两 个 引 更 . 
引 理 4.&1 RA WHilbert SHH 上 的 真 压 缩 算 子 且 0<p 
<1. 则 不 等 式 
tte 


| a+ad-a Ete cP ALD 


1-2 | “1-2 
ear 4 A124 Il Al <e. 
证 明 不 等 式 (4.1.1) 等 价 于 
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[一 ANTUHA' iter |[u+au-ay3— iter] 
e 
_ 407 
Sa- 
上 和 式 可 写 为 
(7 十 4， ata PEF | Ganga) 


ef 
_ ite 
1— g? 


{(U—A*)U+A)4+0+A*)U— AY} 
Gpp TANHA), 
或 者 
(1 一 BT 十 IC ATHUTOY (TT— A IC—A) 
201+ pD ULA ANAP U AU A) 
此 不 等 式 又 可 写 为 
CPA OUA HESA AD} 
< 妇 2(01 十 2 一 和 4)， 


或 者 
AZIA ASG PUAA), 
即 A* Ae TARE | A ll se 因此 , C- 1.1) 等 价 于 141 se | 
引 理 4.12 设 4 为 Hilbett 空 间 上 的 线性 算 子 , iA || A || 
<e<1,Ml 


ReA (一 Ayal. C4. 1. 2) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 A= 一 PI 
证 明 ”因为 
ReACUi-— A)! 


=LU-Aty {UA VAHA UA} I-A) 
=(1—A*)"(ReA—A* AUA), 
所 以 ;(4.1. 2) 式 等 价 于 
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ReA—A' Ayi UAUA) 


或 者 
pI—A* A+ (1—p)ReASo, 
此 不 等 式 亦 可 写 为 
PIA A —A oReA 0. (4.1.3) 
FAIS e<1, FR RATA 
@l~A' AZO, 
—ReASAili<sol. 
则 (4. 1. 3 成 立 . M 1. 2) C4. 1.3) 等 价 . 国 此 Cd4.1.2) 成立 . 显 
RO 1. 3) 的 等 式 成 立 当 几 促 当 
ei—A*A=08 cI+ReA=0. 
换言之 ,5C4.1. 2 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 一 一 5. MSE. 1 
定理 4. 1.1 GA A Hilbert 空间 五 KRAE For 为 正 


整数 ,g 在 4 内 解析 内 Reale) > 0, g(=1,2'(0) Seg? 
(0) = O(n 2). 则 
1+ |All? 2A‘ 
aya Sy ay (4.1.4) 
-lla 1 二 中 A 中 - 
ia Reg A ST (4.1.5) 
~ (chi Sing <a rune (4.1.6) 
TERA we MRA OF: 
_gtz)—1 
fe iy 
FE, E åA JASZA SJOS fO IIs I 
0, 由 推论 3. 2. 2( 算 子 化 的 Schwarz 引 理 ) ,我 们 有 
FCA SAH. 
由 引 理 4. 1.1, 上 不 等 式 即 为 
、 _ IHA? 2 和 中 
(十 请 4 一 GD)) Thanet SI i | cane 
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此 不 等 式 即 是 (4. 1. ORY ga) =r) WR A= d+ 
FADES. 
由 (4.1. 42 式 ,我 们 可 早出 


-ilan I< _1+14"l 
< ziar 


< 1. 
1—14'|[? 
Fit. (4. 1.5) ata. 类 伏地 ,4. 1. ORT A PREM 
timg(A)=tIm[ geao telat] 


"I 


1— IA] 
eas LENA j, 2h AT 
Sje ~ ek 
定理 证 毕 ， i 
定理 4. 1,2 i Sf Eiz; le <o) 内 解析 ;8 是 一 实数 ,并 且 
Refa) <A, lejp. (4.1.7) 
则 对 Hilbert 空间 五 上 的 每 一 具有 41<P 的 算 子 A RNA 
Reft(ar<{é e= mA Resco Ale) ‘I (4.1.8) 
(C4. L 8 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 一 0; 或 入 及 了 具有 如 下 形式 ; 
A=—yal, (4.1.9) 
F(a) = HDT, (4.1.10) 


Hep iy |=1,0<e<p A Rew, <<. 
证 明 在 4 上 定义 函数 9 如 下 : 


gz = F0 +2 Ref 0) 一 
Rie 4 内 单 叶 解析 - 由 于 
lz] <191-+2Re 


A RefC0) 二 8, 我 们 得 到 
lz <c1leRegl(2) A. 


x 
jn: 
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ELAM eg: 
gl = fpr) za, 
We AAR (SA gm 由 推论 3.2.2( 算 子 
Schwarz 引 理 ), 对 于 号 上 的 真 压缩 算 子 :我们 有 lg DUB, 
所 以 
ligt > FCB SHRI BIS, 


或 者 
i e ranci, palce (4.1.11) 
根据 引 再 4. 1.2 ,我 们 有 
i~ Ch 
ReCU—C)- Pye’ ICI. 


因此 ,对 于 任 一 真 压缩 算 子 CC, 都 有 
RegC)=[Ref(0)]-7+2[Ref() — 8) -ReCU—-C) 
、 IC . 
<[Ref (0) ]«F— 2, Ref (0) BITC] I. (4.1.12) 
UFIAl<e.RRC=p— * FCA). 则 由 人 4 1-10, 


从 而 
HCH AT 
T+ el +AT 
由 AC) = f(A ARG. 1.12) (4. 1.13) 得 不 等 式 (4. 1. 8). 
现 证 (4. 1.8) 的 等 号 成 立 的 情形 . 显然 , 当 4 一 0 时 ,44. 1.8) 的 


等 号 成 立 . 假设 对 某 个 算 子 4 关 0 且 41<e'(4. 1. 8) 的 等 号 成 立 ， 
LAL, g 


(4.1.13) 


则 必 O 有 有 (4. 1. 13) 的 等 号 成 立 , 从 而 jl 一 ap 
el Sifter rontz 


由 于 A 闫 9; 因此 ,上 式 只 有 当 g(z) 一 7z 时 才能 成 立 , 其 中 ? 是 19| 
一 1 的 常数 (推论 3. 2. 2). 于 是 
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Fez) => gz) =o ne) 
或 者 


ja 一 忠于 zj =O HRO -Bj D 
此 即 为 (44.10) 式 ,其 中 ws 一 fC0) 由 (4.1. 14) 我 们 得 


RefCA) 
=(Re C0) ]-F-+ 2 [Ref (0) —8]+ReyACel—yA). 
€4.1.15) 
4. 1. DARET A 
||| 
Ref(A)=[Ref 0) ]-7— 2(Re fo) bla Tay? 
并 比较 此 式 与 (4. 1. 15) 式 可 得 
_ All 
ReyvAlpi—yA) = 一 一 二 Ha (4.1.16) 


HAJA, Brus. Fy Sl 4. 1.2, HE PAS — HAT. BIR A 
具有 04.1. DE. apoco. 因此 ,如 果 对 于 某 个 算 子 AKO 
HIAll<e. (4.1. 8) 式 的 等 号 成 立 ; 则 有 4 AS bo) HG. 1.9) 
和 (4.1.10) 的 形式 ,其 中 |71= 二 1,0<a<p H Rew <p. R24 E 
这 种 形式 的 算 子 4 和 函数 六 也 容易 验证 (4. 1. 8) 式 的 等 号 成 立 . 
EHIE. i 


§ 4.2 


算 子 解析 函数 的 优势 原理 


设 F(z) 和 gtz) 为 4 内 的 解析 函数 . 我 们 说 函数 ae OAT 
f(z) SFE ce SHA! fe) |< gl) |. Macgregor T H ALB 
Carathéodory 不 等 式 证 明了 如 下 定理 ， 

定理 4.2.1 设 Az) 和 SCz) 在 4 内 解析 ,gz(0) 一 0, 并 间 在 和 
内 gC92) 优 于 AD MIO Slo l EA, 
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O wPotr</2 一 1, 则 
max |f (æ) | Smax |g' C1. 
GO WR ge FE A 内 为 单 叶 的 ; 则 g'(z) 优 于 产 (x), 其 中 
lza 3. 
Qi) 如 果 gtz) 一 一 地 、 到 上 地 上 映照 4 到 一 个 吓 域 , 则 g! Ce) 
RFF (2), Rplz. 


在 这 一 节 , 我 们 将 给 出 在 算 子 意义 下 的 类 似 结 果品, 在 证 明 我 
HERA. TRE FM ae. 

引 理 4.2.3 Hegde w Ea AR HAI OIS 
isoO eE A), MAE á ARETE o RKO E F 
(DSA gA), Ho AW Hilbert 空间 H 上 的 真 压 缩 算 子 . 

HERR 设 *。 是 gx) 的 一 个 零点 . 则 除了 平凡 的 情形 g= 
外 ,对 于 的 近邻 的 点 *,8(z7 有 入 级 数 展开 式 ， 

gly lez bag Cem ee te 
Hop A 1 A oO. A. Rr HAD MU lz — 2 <r RN 
有 
tg Ce) [S21 be | + | z—z0!". 
我 们 可 将 OE cM RAR 
fig= > a,(z—Zy)"5 


aed 


并 且 对 任 一 充分 小 的 2 六 9, 均 有 
a, 二 f lep ide 
因此 ,车 pSr M 
max |f{z)| 


| 一 上 0 一 户 
pt 
<i. max |gtz) [S21 | eo". 
P meglere 


la Si" "2np 
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令 p>0, 由 上 不 等 式 可 知 ,对 于 #<< 吉 qs 一 0, 即 f(z) 在 zo 处 与 
g(z) 至 少 有 相间 的 零点 阶 数 . 从 而 ,函数 ge) 一 天 22 在 A 内 解析 . 


gts) 
由 于 
_|f& 
lel) |= gle) sal. 
FE. HARER GER. 1 D, A 上 的 任 一 真 压 缩 算 子 4， 
Ie Ad <1. BIR. SCA — GA) CA), S| BIE. l 


下 面 的 引 理 4.2.2 实 际 上 是 经 典 的 Carathéodory 不 等 式 的 算 
子 化 ;关于 它 的 证 戎 可 分 别 匈 [5j 和 [L131. 

引 理 4. 2.2 EDE A ARRE) l 2 EA). WR 
于 Hilbert 空间 H 上 的 任 一 真 压 缩 算 子 4, 当 4 4 一 44 时 ,我 
们 有 


le 
Iie Al 


A)*@(A)| 
Ap o 
证 明 + 
Wz) =LA HDI HAt), E 4. 
则 我 们 有 
ete = AHD UHAT EA 42-1) 
事实 上 ,tz 省 之 1 当 朋 仅 当 C2) GID. 于 是 只 须 证 明 PO)" 
PODL BRR G2) MoS! WA 
(CAt2DU+2A TY UAD +2A’ DRI. 
或 者 
G+ |2PAt*AtzeAt+zA A" A+ jz PIHA tra, 
Bil 
AA+ |z PIHA" HASI t+ |e PA AtA 2A; 
oy 
U—A' AI — fe]? <0. 
WAF il< KAR ERS HF I-A ARO. 此 不 等 式 与 
WAN <1 FR. Belig(z) <1, GEA). 
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h Flao al (zxE A). 于 是 由 基本 定理 ,对 任 一 真 压 缩 算 
FA IKAN. 网 
lagen [= p C AFD HAT ache 


令 
F (2) = (Plz) — MAD CU— GA)" PRT. 
“ (4. 2. 2) 
WEF RR PE 4 内 解析 ,F(z 省 之 1 目 (0) I=. 为 此 ,我 


1°. WAE pC Ate U +244)" E 4 AR BI BE 
在 * 一 0 处 的 解析 性 ,而 对 SOAP AY FR TPE EAE BT 4- 


e= Daz" GEA. FH, 
pip pl AD 

Malate +24") A") 

n= 


= þa [Utra ty ((At2D"—CA+2A" Ay] 


a= l 
=zU—A’A) dja [Uan T 
n=] 
(CAHD CAHIT AHA AD tet 
HAFID CATA ATH AHA A}. 
《4. 2.3) 


HYAL OSOE rL LL NEIL 上 有 Dat — 


BAF KO) AT 2 a,A" BRAF KA). 对 于 5, 存在 o>0， 
Mizel<e,ll<r 时 ,有 


+z 15-1 
Ei <8. CAF2D UHA NTS. 


BRK 
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a 


2 0, [CAteD OFA YT 


甘于 eOr LO ARAF e(é(2)). 于 是 ,Wen No, 8 
nemo 时 ,对 一 荔 1z1 委 5 都 有 


[£a AHD UHA) yD 


jor 


因此 ,级 数 


S atA HD U+2A* OPA") 


关于 zf tz] <0) 一 致 收敛 . 由 (4. 2. 3) 式 ， 
mf AtA +2A" KA 


二 = 


=U—A'*ADlim Zra [U +AT 
[Az i LA HLA HAA) 
十 … 十 (4 十 zz4 tA] 
=U —A* A) 2a na A" 
=U—A* A) CA). (4.2. 4) 
EE ou(z)) 在 = 一 0 的 近邻 解析 . 
2°. 证 明 F (2) ZEA 内 解析 . 
由 1° 知 poe) FE A AAR ET DSA E A Aah fie 
H FAHI- KO APENDE A ARPA. ILA R I pA 到 多 
NSOMA -AA CEI FE A ART. 故 
F(z) = (pp) — GAD ~ PAD" GI) 
在 4 内 解析 
3°. HERB C2) |1<1.(2€ A) FCO) =0. 
BR. FO) =0. > B= 9A) C=). WA BLE 
IE = CeL BOG—B*O TH<1, 
即 证 
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E-P UR OTH (CCB) IBY OTT. 
若 不 然 , 仿 (4. 2. DIRKIE ET 8 
COU BBO, (4.2.5) 
(a FI-C °C IB’ BAH Hermite APHC Bi 
A) J—C*C 3 0,f--B* Bo. RRA, 
(I—C*C) CU — B* B)>0. 
这 与 Cd4, DEFA. AIF COOK. Ce EAD, PCO) =O. 
对 于 任意 的 xz 各 召 :zl 过 1, 令 
gl2)= Fier r). 


RP= Ab, CA". 由 前 面 所 证 ,P(z) 在 4 内 解析 , 则 级 数 在 


A AKI ERY EH elci RITA 
ADE D He al 


于 是 
g= (Fare) = >) (Ae rr) 


= dD) (BCA 22" 


an Oo 


T A A gE OAT HF 
late [CF (er ry) C2 
FI HFEA |e ta) |< gO) = Or) =O. 由 经 典 的 
Schwarz 引 理 ,对 于 2€ 4. RNA 
betel zi 
MAF ze A eK ee A RNA 
| (RECzzz ss|， 
Aili. UF ze A, 
FCz) = sup Eend Sek 
jeie 
由 《4. 2.2) 式 以 及 上 面 不 等 式 , 我 们 有 
hpl dD A 
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SSF Cx) +i] pA yeptz)) | 
lel IgA gp), 
Bp 


Bp A) | SHKA pep). 


在 上 式 中 , 令 0, 关 由 (4 2. 4) 式 得 
a Ag CA) III eA) panl. 


由 上 面 的 不 等 式 以 及 不 等 式 
II-a A CAD A Ie CAD. 
路 推出 不 等 式 
Ie An r 
引 理 获 证 . I 


利用 引 理 4. 2. 1.4. 2.2, RITI ENER FAEM. 

定理 4.2. 159 i fago EHA on 和 m SAA SOA 
gE e= Ob OS AA nm. 又 设 4 A Hilbert 空间 H 
上 前 任 一 真 压 缩 算 子 ,4 ASAA FRI AHSA. 

O m#o<r</7—1, M 


max || CA) lissmaxiig’ CAM. (4. 2. 6) 
GO 如果 g(z) 在 如 内 单 叶 ;出 
VF CA) Siig’ (A), (4.2.7) 
panies 5 
其 中 ， JAS rd, +8 + 1 ip = Tea," 
Gi) MEg PAA ERRA 则 
WP CAD Sie’ SI， (4. 2.8) 


1 11+~v 3513 8 
HPA Sr re +B ts Ads B= Ba 


证 明 O 根据 引 理 4. 2. 1; 存在 PEH(A),p(0) 二 0, [glz) 
<1(2€ AEG 
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Ke=pledel2) rE A, (4. 2.9) 
于 是 ,由 引 理 4. 2.2 
II — Boe. KAJ 1+ Ipc Ar ll? 
AIS ia Sal 
其 中 4 AH Lise A A A= AA". MG. 2. 9) 式 ,得 
T e) =g (edge i er)g (x). 


对 应 于 算 子 情形 ,我 们 有 
ff (A=¢ A ECA TIA g' (A). (4. 2.11) 


记 g(z)=|g'(z)dz, 取 积分 路 径 为 到 < 的 线段 , 则 
elzr)=z f g  tixddt, 


» (4.2.10) 


从 而 
I 
gt HA f BtA Aa. 
a 


于 是， 
eC ADA mex lle B) l. (4.2.12) 


Fe C4. 2.109,(4. 21D 以 及 (4 2.12) 式 ,我 们 得 
Lf’ CA) = lt Ag CAD TA CAD I 
{lg CAD fe CAD I+ eC Adil vie CANI 


1 十 4) 全。 
HIKA fle’ CAD 
<Mita kahika ttia pC A) i 


1—14 
“ere BT 
由 算 子 的 Schwarz 338, te AIH AKRA de EAT 
I An UA max Ne’ CBD. 213 


AF HOS MALS — 1a, AEE 1 ,于 是 ,由 (4. 2.13) 式 得 
IF CADIS max lig CB) i. 
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ATCA 2. 的 式 成 立 ， 
Gi) 因为 
late) jx ERED. le’ (eI, 
BU 


Jaw | llall | 
EAEE i—{2) ES 


-EEE A ARI RRE. 1.3( 算 子 的 最 大 范 
数 定理 ), 对 于 H 上 的 真 压缩 算 子 .我 们 有 


pepj tA., 


因此 ， 
gC A) |= AC Ade’ CADIS ACAD lig’ CAD || 


<li. He! Aa. (4.2.14) 


于 是 ,根据 (4. 2.10), (4.2. IDUR 2.14) 式 得 


lAa — 2AN 2AN y 
和 一 人 和 le’ (ADI. (4.2.15) 


IF CAD w” 


一 2 42e 
[1 一 


二 一 14, 经 1.0021). 


nade 225— 32°+4d2—10, 
AB. ro, +B, + FAP AO) =O. 于 是 ,由 (4. 2 159K, BAIS 
r 时 ,我 们 得 (4, 2. ?7) 式 . 
Gii) AF 
letei<lelcdlt lzD lg}, 
故 
WeC AAO HA Dig CAD TL. (4. 2,16) 
于 是 ,根据 (4. 2.119 C4. IDUR 2.16) 式 ,我 们 有 


， LAR AIHA yy 
IF CADIS 一 te (ADL. 
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MIAN rset Pet CA 2.8) 式 成 立 . 定理 证 毕 . i 
推论 4.2.1 1 SIE HA). | f@)|<1GEAH f=, 
以 及 f(z) 在 xz 二 0 处 的 零点 阶 数 大 于 1. 则 对 于 Hilbert #0 H E 
的 真 压缩 算 子 4 且 A*A=AA* ,我 们 有 
Nf CAD <1, (4.2.17) 
MPLA 2 一 1. 
证 朋 gle) = 2. M) o C= 1. FH, AA Schwarz 5| HB. 
HF Ca HAT =e CAO I 
从 而 ,由 定理 4. 2. 1 的 5i ,我 们 有 
maxi f (A maxllg A= maxi] =1, 
[allege Allee | Aller 


其 中 由 41 和 rs 2 一 1. 帮 (4 2.17) 式 成 立 ， ] 
E4. 2.20 设 函 数 
Flzy=cot >) et, ai), 
kon 


在 A WRAL Se) 1 <1. 则 对 于 Hilbert 空间 五 上 的 可 道真 压 
RATA RA ASAA ,我 们 有 


; hati, Iz- rcar FCAY 


2n—1 
[AR Trapa] 
(4.2. 18) 
证 明 $ 
f= POTS, (4.2.19) 
于 是 ,fi{z) 在 4 ARRAIO CLEA), FCO) =0. 不妨 设 
fi (2272). (4. 2. 20) 


则 [xz 和 由 《4.2.19) 式 得 
filz)=CFCA co (eof CA) 
从 而 
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FADS A leo ACAI cof CAD. 

于 是 
FCA)" FLAD SE A e ORF A) FA) 
(cof (AY)? — eaf CA). 
遗 过 简单 鲁 等 运算 可 得 
fF CA)" fF CALIF) FCAT? 
=F (A) f(A LI Stay FCAT, 

从 而 ,我 们 得 到 


Lf C4 |< 


HEL 2. 20) 式 ,我 们 有 
2g (ze) oe le) af, Ce). 


[FCN A) FA) 
Aæ PD 


于 是 ， 
AHE CA)— Af" (A) nf (A), 
Rp 
AAF (Al =nA TADH (AA) AG CA). (4. 2. 22) 
由 于 算 子 4 TH, Mill 4* 4 亦 可 道 . FR. 4. 2. DAS A 
Pa 一 nd AA f(A) FAA CAD. | 
Pith. h ERASI. 2.2, 


PP Ca 
, I-go A)" gA) 
<a AMAIA Dap EE RA, 
(4. 2. 23} 


而 由 (4. 2. 20999 7, CA) = ARKA), B 
PA} = CAF, CA). 
于 是 
I—pAY AAD =I AAA A CA 
=(A*A)"[(A* AY f CAT fA]. 
(4. 2. 24) 
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又 由 于 
(4 47 一 -了 一 (一 号" 一 :一 5 Q- A'A)", 
所 以 
At ANC > At A= 0 AD. 
(4.2. 253 
由 算 子 Schwarz GE ACAD Ia. 从 而 ,我 们 得 


KA? AV ~ A ALDEA (4. 2. 26) 
因此 ;由 (4. 2. 23)—C4. 2. 26), 我 们 推 得 (4, 2. 18) 5K. 定理 得 证 . 4 


§ 4.3 


具有 和 负 系 数 的 p- 叶 算 子 解 析 函 数 


我 们 在 这 一 节 里 将 介绍 关于 具有 负 系 数 的 PUA TRB 
数 的 变形 定理 和 Bernardi 定理 ， 

为 叙述 简便 计 , 我 们 给 出 如 下 记号 : 

以 更: 表示 形 如 


fe) zt >) appa s pEN Ea, (4.3.1) 
a=1 


的 p-a AFi PBB. 
Ls 号 CARERE TE 


zf) fp 
m eaS aF Cpa Helef )/f)—p) 


<B, (#) 
的 所 有 函数 了 EB? He rE A <a yp, 0S PR1,0<7S1,—1 
Kedy, HOSEL. 
以 Pala BT eM RRRA MO PBAR: 
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FDS Mayet ap e202 1). (4.3.2) 
的 所 有 函数 SEOs (a, pY ,E17). 
为 了 证 明 ®; (a, 8.7. ©.) EIGER TSE P|. 
引 理 4.3.1 HAR 
fle yet Day gael ape 0 
在 4 内 解析 . AY EPAR p 4A WY 


{ntBLY—e e+ (e+ Ge na 
<= (ye) apy, (4. 3.3) 
HPO a <p 0<PK1 06 RIAL, “1S SI OSA, 
证 明 ”假设 不 等 式 (4. 3. DRT WF lel <1. RNA 
afi Cr} — pf lz) | 
一 月 (7 一 ey[x 庆 (zz) 一 (p—a f(z) ]+efef" (Cz — pf] 


-e| oaet + DE GOY — et DN lap 


n=l 


a 
< Di nay ale !* 


n 


一 Bf 一 oz 一 SE eyt Cet aen]. Jeje} 


Se nt pl (p—eday HOON apa QO aBY 
<= 


HoLa p OLL TISI geag 01. 


国 此 ,由 最 大 模 原理 知 ,条 件 (* ARTE. AK SE DaB E. 
RZ. SEDRE RTA 


[84.3] 
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_ zf aF 
\ Cpe) xf! (2 / fF C2) -- (p—a) J+e[ef (2) /Ft2)— pl 


on 
i3 pta 
AME pyak 


— a= L 


-earet — YEO elay At (e+ Gen Ja pyar? t 


<p. 
困 为 对 任 一 复数 >: 均 有 |Rez1 委 |z|. 于是, 我们 有 


SS nays ween 
Re = a= 
(9 EaY zt — Ss} [人 7 一 eay 十 5 十 (9 —€) 1 nda penz" 


m = 1 


一 有 (4.3.4) 
We 为 实数 ,并 有 目 令 z->1, 刚 由 (4. 3. ORG 

S napaa 

< 7 一 让 apBy 一 y， BE aY t GEH n apte- 
处 而 人 4. 3. DRR. 引 理 证 毕 ， 1 


定理 4.3.1 Ue SEO; (0. preg) App LEL, 
o< Argl, Kecy HOE WF Hilbert 空间 H 


上 的 真 压缩 算 子 4, 我 们 有 
(7 —e) apy 


. 41 1 
SIAHA Or F A (9 
_ 2p(n—e) apy ; 
pa re PAE 8 ar Ir CAD 
pla oP AY (4.3.6) 


1+B Om—e)r(l+e) te] 
证 明 由 引 理 4, 3. 1， 
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{1+ 8((y7—-8)70 Hae] 5 Aprn 


n=l 


< 之 ! in + BE — eay + Ce + 7 — OY Days, 
< 


G — e)epy, 
从 和 而 
《9 一 EeepBXY 
Done eae ‘4. 3.7) 
Ha Be 


FED =t DS) appr? t" 


=] 


在 4 内 解析 ,对 于 H 上 的 真 压缩 算 子 4 ,我 们 有 
FADA Ý) app At, 
因此 ,由 不 等 式 人 3.7), 得 
Iraeta ar = apts 


=e) apy 
FAN A TEGO Fa FE] 
并 且 


MAAA HAH Dy apra 


ep 
lat ai TFA Ta Fe] 
故 不 等 式 (4. 3. DEZ 
FRA SR. 3.6) 成 立 , 对 于 nn 全 1; 我 们 有 下 面 不 等 
a: 


"EE, (148E ODYO +a) +el} 


Sint pleat Cet nen]}. 
TH 


mi ae 
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ot 


5 r P BEC IF +a) +e bapa - 


r=1 


< J) int pl oar A (et EIn Magy, 
nee] 


< 一 E)apy， 
从 而 


Z 2p —eEapY 
a Cnt plapts TFB era te (4. 3 5) 


但 
Pape — SD Cptnaprz’ t", 
ATT 上 的 真 压缩 算 子 4 ,我 们 有 
PA pA HD (pt wap At 
由 不 等 式 (4. 3. 8) ,得 ~ 


Le? CAD plat — Ars D>) Cp +a epee 
nm 一 了 


2p(y—s)aBY 
Sela AN Tra rey’ 
并 且 


WF KAU <p art Parl) B) (p+ naps. 


r=] 


4 2p C7 —eaBY 
Splat larly arg sva-Fa bel 


故 不 等 式 (4. 3. 6) 成 立 . 定理 得 证 . l 
在 给 出 算 子 的 Bernardi 定理 5 之 前 , 让 我 们 先 证 明 下 面 的 引 


HE. 
引 理 4.3.2 设 函 数 
hD = ptiz tů + 
在 A AR HEIA —p1 <1. 则 对 于 Hilbert Sf] H EAR 
压缩 算 子 A 函数 ROMERI 
(a CA) — pI] OAA (pad + e[a (A) pl} | 
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i C4. 3.99 


ww ep OK AR Loe See ys 


ye = -Qð Gay >" 
—¢ 1 | 
min} 下 TH Tefal” o laega l H Aaga 4S Hv TE A 


内 的 解析 函数 een fat AR ge) SE Aa AA 
RAD {pl H pet pony pa JAPA? } 


"Tiet Cn—er Ag A A, (4. 3. 10) 
证 明 (RULERS A cL REG. 53. 9). 令 
A f2)=-> eee 
eA Gy YR (2) a] FelAtz)—p] 


TW BR ALE A A LLIE ay, h, (oro. 从而， 
由 经 典 的 Schwarz 引 理 ,我 们 有 

A(zJ=xq@e), 
其 中 gfe aA RAHI eo |e CAD. 由 此 我 们 得 


h= pa Leet =O a zp) 
l4 e+ iR er legtz) 7 


并 且 , 由 算 子 函数 的 基本 定理 gw(4i 私 84 二 1 > 
B=[+le+t(y—e)r JAgtA), 


由 于 

[Z= Bi i eC er Ap ADIL 8 — (p27 81, 
所 以 算 子 站 可 道 . 故 (4. 3. OREZ. 

反之 , 若 (4. 3.10) MT IEAM E4 | 2) |S HH 


he) = pt Leet ne Cp a) Jeg) 
mre jtpet+ @—e)¥ jeg ez) 


在 4 内 解析 . Al a ee ARIA 
| ROET: 


E - = |2eg(2)| <P. 
由 基本 定理 ， UDCe<ida<D 4 


C= ne Y[ACA) -Cpa +eLhCA)— pl | 
=[et-(q--e)¥ [ACAD — pl 4-year. 
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BP Alz) pi 出 IC- pII. A. 
IF -C =f iLe- ro A)—pI]+ (-ele7}} || 
sgi ee Oped UL ~~ pl]i{ +L — earl jj 
gor aa 
==] -= leq n EYL rail. 
JAI. BF E Hi. AE. 3. DRL 引 理 证 毕 ， I 
ME Ae pR S| FRA. 3. 2 中 的 条 件 , 我 们 称 Ce,P7:e， 
7) 满 足 茶 件 Cx =). 我 们 说 EB Ben AMRED 
Ft La ed. 3.9), BR Ade Sef! (Co) 有 (eB Yt- 
PRERA C+ LTR TS AE A AR BT oy Pee 


n 
(sp 一 、， Gp ae 


n= 


其 中 pie] ke pa. 20a 220 HAW FRA SOW mm 和 0 HLS 
goa flag) = 20". PEAT FET, (AD. WOR FET, H 
JEA) =a pA" — Si anpa T ALEL. 


r=} 


我 们 记 2 ' (A) 的 一 个 子 类 ; 
P, Ca PY ep AA) 


r-H 


i FED, (pep 
. 在 Hermite BH 4 使 得 
yer, «a, F A 
FCA, =A, 
4 一 1 有 1 Ao 


另外 ,我 们 设 Pa:B,7,e17;A) 是 所 有 在 3 内 解析 并 且 上 其 有 
(4.3.10) 形 式 的 函数 hCz) 之 全 体 ,其 中 la,8,7Y,e:7) 满 足 条 件 (* 
* ), 最 后 ,我 们 定义 了 CA)<g(4) (IAI. SAREE 4 内 的 解 
BRB ACR AG I<1G EA HHA SA Sg AADA All 
D. - 
为 了 证 明 Bernardi 定理 ,我 们 还 需要 下 面 儿 个 引 理 ". 

引 理 4.3.3 设 A 为 Hilbert SHH LN TMA TF. 
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RRA EAA 内 的 解析 函数 ;并 且 汪 将 4 映射 到 一 个 多 叶 星 形 
RES oA WY MAST. UR 多 0) 一 p00) 一 0, 有 RC0) 一 YC0)7 
(=p, 
REPKE BYE A), 
Hp Rdg a/g Ce). w 
REP ,(a,8,7,8,9;A), 
Heh A(z) = Gz) ga) 
WRA AA REP penp ADA BMY 
ACA) = {pl+ pet OOY Je AD} 
{i+ [e+ (y—207]w(A)} 7 
< {pI t+ [pet G—e7(p—a A} + [et G—-e)YJAt, 
Hors lead] <1 (z€ A),w(0) 二 0. 而 函数 
p+ [pet (—2£)7Cp—2) Je 
1+Let+ ed Jz 
Hel 2 (<8 BREA a (6) WH oO) 为 半 算 的 贺 盘 ,其 中 
aco PLE = OY pet YP 
1— [e+ t7 ey ]& , 
08 EG Ov 
由 于 Az) RAF aA FE 
[A(z)— ald) LHS) |x| KE, LLN. 


由 基本 定理 
ALA) —a iD IALA, 411<3,0<G< 1. 

Fret 2 使 得 

git (=¢ (z)—alS)y Ce). 
则 gle) =h(2)— al ONE A 内 解析 ,从 而 

号 4) 一 中 (4 一 号 (全 ? 工 |All<1, 

lg CA) ||<8 Cd), Al] <1. 

固定 to 4, 取 连接 0 到 (2) HRP L,#H L 位 于 由 旨 PR BS HJ Be 
形 区 域 的 某 一 叶 内 . 则 
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eC 29) —ald) play) 
一 f [# Cat Cat 


一 fety Capt) —a Ci)! Crot) Jdt. 
Alb SRM AR RRS Ao RIA 
Ay) a GA = | Aol (Act) a (SY! (Apt) Jat. 
于 是 ， 
lp (Ap) a DYA 
f Alg At) aco (Act) ae 


= f Aog (Apt CAd) dt | 


1 
LED) | dg Act) 
SEO eA 


Mii 
|RCA—a COT || ceca), 
并 且 
ACAY<i pi +[pet ty —er tp—a) JA} 
{F+ECy—e)¥ +e JA}, 
即 等 惟 地 有 
REP, (a, 8.7 .€,93A). 
引 理 获 证 . ! 


由 引 理 4. 3. 3, 取 一 1,e 一 0 以 及 ?一 1， 可 得 下 引 理 ， 

引 理 4.3.4 设 4 为 Hilbert 空间 已 PAPA RRS. 
LR eMe EA RRI o A A RRNA OcA MSMR 
区 域 ,并 且 使 得 (4) 可 道 以 及 

MO0) 一 #C0) 一 0 天 (0) 一 中 (037W Sp, 
Re(h(A)) >al, 
其 中 hz) =o (2) YY Ce). 则 
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Reth( Areal, 
其 中 Fis) = gr) fy (2) Oe ppal. 
潭 用 31 理 4- 3. 4. FATT AT RATER PA 3.5. 
引 理 4.3.5 i fE@,* epeyce n ATES £CA) appt FAL 


1 
JCA} = f ATTILA dt, 


Aoh AA Hilbert 空间 右上 的 可 逆 真 压缩 算 子 ,rc 二 1,2,…., 则 J 
Epi oO- FHRA ef0sa< pif) BR ea st A CAD RJA. 
定理 43.2 设 4 为 Hilbert 空间 号 上 的 可 赣 真 压缩 算 子 . 
KESED, (a, 8.7.6.9, AA FCA) GEA (A= Cp re) 
ACA) 其 中 了 十 引 理 4 3.5 中 所 设 ,c 二 1,2,…. 则 
BED, (a. By, EN; A). 


证 明 ”因为 
g(Aj=sCpte) | to! CAD ae 
7 Oo 
并 县 
gi (Ab=(p+oAlfCA)—cAgtA). 
邻 
$F MEF C2) 
he CO ge) | 
则 
Be) ,fed (2) _ oe) 
hed giz) ox Jz) plz}? 


Hp gle) =e flee (z) w= Iz). H oA O= $0) =O. Hal 
84.3. 5,6CA)=J CA) BIH e to- Be mR. pose 
<p. 


-ZO LF egy 
hg 0) = go HALO 


#H JEP,” las B Eq A). 从 而 
heht) E Pa PE A). 


afl (z) _ 
fe) lao P 


[ $4.3] RA ARR poTET MY BH 


CAME. Has FRA. 3. 3 时 出 
Re Ca) EDP, Ca BY enn). 
故 gE Pp’ aB YE A), EREE. 


第 五 章 
Re AF WAY 


设 五 AM Hiber 空间 ,有 (五 ) 为 所 有 H ERAR RERET 
构成 的 复 Banach 空间 ,并 且 BAD 为 BCH) MHS el. 在 复 区 
域 D( 妈 复 平面 上 的 开 连 通 子 集 } 上 的 算 子 值 函 数 意 奈 着 对 每 一 个 
26D. Be MDC BC(H), 并 且 一 个 DD 上 的 算 子 值 辐 数 称 为 是 解 
析 的 ,如 果 对 每 个 PC BCA) ,在 经 典 的 意义 下 ,FCA(z 冰 在 也 内 
解析 . 以 AnCD) 记 DD 到 B83( 右 ) 的 上 折 有 解析 算 子 值 浮 数 集合 , Bee 
数理 论 中 的 许多 熟知 的 结果 ,例如 ,Cauchy 积分 定理 ,Taylor 展开 
式 ,Cauchy 情 讨 :以 及 最 大 模 原 理 等 都 适用 于 An(D), 并 且 以 后 
我 们 将 经 常用 到 . 关于 这 方面 的 内 容 读者 可 参见 f711、 

在 第 三 章 里 ,我 们 给 出 了 两 个 重要 的 定理 , 即 攀 氏 定 理 1 基 本 
定理 ) 和 和 von Neumann 定理 . 这 一 章 里 ,我 们 将 推广 上 述 两 个 重要 
定理 到 解析 算 子 评 数 , 并 且 也 推广 第 三 章 的 其 他 一 些 结果 ,包括 关 
于 解析 算 子 函数 的 某 些 性 质 . 


§ 5.1 


定义 与 性 质 
在 给 出 解析 算 子 函数 的 定义 之 前 ,我们 首先 证 明 下 面 的 引 
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gu, 
引 理 5. 1. 1 
OAs lD) E REE i]; 
GDF f gE AnD), N] h=f-egE AnD); 
GDE SE AntDD) 且 对 每 一 zED;,f(z) 可 道 ， 
Wf An CD), Hep f= fle)" z€D). 
证 明 由 [51j 中 的 定理 3.10.1 知 .AE AntD) 当 且 仅 当 对 每 
Ay 2D, BEE F(z) © BCA) (88 


. fl2etAzy— fle) 


《 按 算 子 拓扑 意义 ), 于 是 ,容易 验证 :对 于 eg EA DORMA AEC 
(复数 域 ), 我 们 有 
(Af + yg)! Cz) = Af (2) + peg’ (2), 
fee ef Cr gr) f(r)g' Cz), 
FA f(z) wy aT 
f= (ey. 
故 引 理 5. 1. 1 得 证 . I 
Emam. WF TE BAD cI GRRATT 的 谱 ,I 
表示 H 上 的 恒 等 算 子 . 于 是 我 们 有 下 面 关于 解析 等 子 函 数 的 定 
seta, . 
T511 EC AnD) TE BUDE MED, RME 
一 个 从 BCA) RY) BCA ARS: 


ay 1 ye 
D= | fC Cal T) idz, 6.1.1) 


HEr 为 正定 向 简单 可 求 长 轩 曲 线 , 并 且 OBES HAM 
A P,QUPCD. 我 们 称 此 映射 为 Hilbert SRY 上 的 解析 算 子 
函数 . 

注 记 O Ae fe) CIT) ORR PEE, 
BES. 1.1) ARLES Sh OP EE SS. 1 mE 


+ 
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3.11. ASP a N. 

C2) EAD 1. Le RT = ee eS = A AG AT 
hE ARUN. 前 省 O E AY DIE D ELINA FRI ER. 
后 者 PDC HODE D EHS SOT aR- 

TRB RR eR A TIE. RTA TE EX 
3.1. 1 意义 下 的 解析 算 子 函数 的 几 个 基本 性 质 . 

性 质 5. 1 i Detz; |z| €R R0, FE AD). HHH 
Taylor BPA: 


f= ST Bet ED, 


A —~, 


FUE (BE BU RE E. MRT © BUY BAL ICR W 


Fy Do BE". 


n D, 
HEAR Brog I <r<cR. 设 M= max {ll e el = 
r}. H Cauchy {it BiM 从 而 
|" 


| x BI" |< > m-l! a 


因此 ,级 数 DS) BT" EASE PU. Be BCD EER 
为 1 的 线性 函数 . 令 Of AIP jeer. 则 
_ 


oe; i ef—T 7: dx 
sy | Sree- dpa" 


A| oor 


= xa S _ i | gB TO de 


R wat 3 2i J jals: 


= aro ， 


下 


钼 此 得 
x 
Joen- ary" 


as 


1 |T >: PCB, lzi T) 12% dz 
2K Ls pelt 
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im. 
< 去 | * fe B, Ge? -TTD os" de 


o oN 
1 oe | 
< 二 | D Hell Eie ese? Le ies a 
TaN 
Mmax {77 leles Sore 


aN 


Mes. 5 i=)’ O(n), 


ON 


因此 
F= DD BT | 


HEDH BUD HATER TEBCH). NTT 与 了 是 
可 交换 的 ,如 果 对 所 有 zED.Tf(z}= fT. 

性 质 5. 1.2 foe AnD ATE BCA) Hp CIID, 
则 

G) FEDAS) + gT); 

GD WRT 5g 可 变换 , 则 

Cf g (I= f(T) +g); 

GD RUSE SF PA ee DSC) RE HET 与 了 可 交换 ， 

MW fOr =f). Bp 
PTs | pe el) de, 


Her RES MMA AREAS FR CBRE OA 
NB, QUPSD. 

证 明 (i) 是 明显 的 . 

Gi) ” 取 正 定向 简单 可 求 长 闭 曲 线 门 ; 丰 使 得 oY ) 包 含 在 r, 
的 内 域 2,8 OUP ete DAR O: PHE 2: UDD. 由 于 
T 5g 可 交换 ,于 是 ,对 于 2€ 丰 ,zx€T 了 ,我们 有 

FODOS TY ge) eT 

= fg (AI—T) Gel —-T)— I -T)} 
*CeI—T) za)? 
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= fAag(2)(AI—-T) Gay} 
-FA gle) GIT) “Me ay}, 
AAT 
FTT) 


(T. Daf, glz) {rT— T) dz 


= | A j | FO) g (2) AIT) 1 (2 A) dedi 
i r, 


? 


-| oni | Í. FOI gle) (eI -T) (zs— A Need 
=( z] h FOV AIT— TY- Hs 工 | p EGTA Idz \ gà 


NESU i FOAN —A) da g(a) IT de 
r, r 
=A, +A. 


上 面积 分 顺序 交换 是 由 被 积 函 数 在 XT 上 关于 (4,z) 在 算 子 拓 
扑 意 义 下 连续 所 保证 的 . 由 [7?1] 中 的 定理 3. 11.1,3. 11. 3, 我 们 有 


ai |, COED Hd gO), 


| FM CG DT dA =. 


困 此 ,4: 一 0, 并 且 


1 “ga FCT 
Amani |, fA) g(A)AI-T) d= (Ff OCT). 


MPM g(TI= CF oP). 显然 ,; Gil) FE Gi? EC. 证 毕 . l 
性 质 5.1.3 设 fEAntD ,gE AnD. 并 且 对 于 万 :的 任 一 
紧 子 集 K ATE DETR 天 :使 得 对 每 个 eC KK, WA eG) 
BEEKA MASI gE Arl). ee ME IN TORT LOE 
其 中 & 是 Ds 到 DRRR aM. A= S * gE AnD). 
WA BED. Groof lese l Er) ED A nS 
fz; jz z| =r} h= iz; |z r] <r AA K Æ DA RTR 
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Xt |2—20| Sr, oe VCK,. R—IEE Ie fe BA) RRA HP, 
使 得 PAAR 天 并且 QUT cp). 则 对 于 ZE ih, 我 们 
有 


hs) =fCg(2)) = | Fw) Cw gl) dw. 
ni 六 


FA ad EE EY wE D ewl- (2) T E = (z; [ze zol 
<r} 央 解析 ,所 以 ,由 性 质 5. 1. 2.80 wel) 260 


Cwi—g(2)) != = Í., Crol- glu) Kue) "da, 


从 而 
nz) =| = 


2i 


i 
f | fm) (wel — ge) uz) dedw sz E Rh. 
m Ty 


ie BCA) LEAR RAZR. 令 . 
mw su) = pif Cw) Gai gu) wer eE Pas 


Mww,2)=| 


2 
去 | mw ue) dw ET sz E€ My. 
四 


T . 
yas) = | Mow rdwz ED, 
i 


由 于 和 (wz 在 TX ,上 连续 ,于 是 对 于 每 个 固定 的 wel; 
Mew. 2) BEEF e 的 复 值 解析 函数 ,并 且 对 于 每 个 固定 的 > 
E N, Mwz) JE 上 关于 w 的 连续 函数 ， FA. pA DE 人 :上 
解析 , 即 为 我 们 所 定义 的 天 EERS. 1. 340E- 

性 质 5.1.4 ig FE Agl) gE An (D2) AES. 1.39 
设 . mRTe Bs g 可 交换 ,并 且 a(TIOCD, ole (TCD, Ml) 

Oe T= FT). 

HEAR BERK CR O 
gaT) A 2, MoD. 由 条 件 很 设 ; 对 于 所 有 ze mUr ,存在 
卫 , 的 紧 子 集 KA oe Cz) 全 Ki, 则 取 一 正定 向 简单 可 求 长 所 曲 
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ATER ag OMR K: RHA OA AR 4 ,UT CS 
h 于 是 ,我 们 有 


CR) =) ! 7 Pw Cwl—gt(1)) tdw. 


由 性 质 5. 1. 2, 对 于 wer. 

Cul —-g (PT hss = l Cw -- e C2) iis T ede. 
因此 ， 
ftg(T))= | 


1 1 i rl 

sal imp Few) Gael — gz) ei TP) erdue 
lj 
On 


=| z] f i | Fiw) Gel-- glz)) tdw aT =E de 
1 F, L r 3 


m 


| Figle lel T) dz 


T ri -了 
=(fe gr). 
Hy Fiw gelD C ETN Dy BSF Ce.) EEO. MT REPS EL 
函数 亦 连 续 , 保证 了 积分 的 可 变换 性 . 故 性 质 5. 1. 4 得 证 . 
我 们 以 NoCD) RRMA FE Ay (D> (REM co we D. BA T 
(zy fC = fw FC). Fed 一 fz)" fC Aa A SEL 
数 构成 的 集合 . 显然 ,如 果 六 是 口上 复 值 解析 函数 ,那么 PHS 
iz) E Ng D). 
性 质 5. 1.5 Dalz; le | <RKR D0), Bi fe EAn(D)， 
AR Taylor 展开 式 分 别 为 


flz)— 人) l Bz",zED, 


gz) 一 5 Cz E D; 
"=ñ 


ARB. CB BUD PRATE A. 则 
G) 对 于 ewe D, Dg Ge) = gow fle) 4 A A 
nom=0.1,2.°7, 48,0, AE nB 
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GD FEN: DH HAOS 8.) EAP R A FA 

GD Ra + eE D, Co fe. ME N a CY A 
Me FTE NCB). 

证 明 CD are BCH). RITEM RET 与 地 可 交换 : 则 了 工 
与 所 有 站 ,0.1, 2 可 交换 . 事实 上 ,因为 T7700) 二 A70077. 所 
PDE — BAT. 因此 ， wy PIR SSD He 0. RIT 


pay > Bale, 


EPID Py se 子 折 扑 连续 ， w 
TB lm D3 B27 | limi 5 Bae 全 一 如 


zee 


志 : 根 据 数 学 PIND: Ay YR: F n= 0, `, 2.00. TB, =B.. 因此 
a _ BLENI wE D. 
gano f Cg wY ED, 
从 而 
guan Bb, Big Cw) .n=0,1,26- 
“PBR ph w APERTE Cw) OR) RATE 
BC a Unes mere Oels2ae 
Fe USE GP PEW re 01-20 BC HOB, R MRF 
zw Ef), 


fidget =g tlw) le). 
AD ik E NuD). MHF esw E D, 
、 fla ftey= fle fle), 

从 而 

天 ,有 一 是 noma lads 
贝 于 对 任 一 ED.A(z) 是 正常 算 子 :于 是 ,根据 Fuglede-Putnam- 
Rosenblum 定理 ,我们 有 

Fad fle) = (2) fw) 2 we D. 

从 面 
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BB = Bp" Bys nm=0.1,2,, 
Pah. 5.) 即 为 我 们 所 需要 的 算 子 序列 ， 
反之 ;如果 {1B,} 是 可 交换 的 正常 算 子 序列 ,显然 ,了 ENn(D). 
Gi) 显然. 性质 5. 1. STEER. 1 
性 质 3.14.6 假设 Bi BB... B, 2 Hilbert 空间 下 的 正常 
BY FA 
(1) £,B,=8,Bisn sn S112. ks 
(2) |B <1 212250758. 
MEE- TAMIR E OS 1 
G) 如 果 人 全 下 ( 百 ) 与 下 Cn 一 112) 可 交换 , 则 了 与 五 。 
(0O<<1) 可 交换 ; 
(b) Ye>0, 存 在 简单 冰 数 fi dees ote 满足 下 面条 件 : 
ls, f POD dE: 
max{ |p | sO0S# 1} Anl 2k. 


在 给 出 证 明之 前 , 先 对 这 里 的 [9,1] 上 的 简单 函数 少 作 如 下 解 
释 ;[0,1] 上 的 简单 函数 在 此 表示 存在 区 间 由 一 CAL Sen ee) + 


s=1:2; pC poo) H[0.1JE Us, 以 及 复数 cr scree» 使 得 


|<, 


b 


ga) = > Xe tt) „tE [0.1], 


a] 


其 中 各 是 及 的 特征 函数 . 则 我 们 定义 
| wopaE= S GEQ). 


证 明 首先 ,我 们 假设 B, 都 是 Hermite KF. 设 
Ti= (247) HB, HI rl) roo. 
则 TOSTI HEA Tole HTT on = 1,257. 由 [1044 中 的 定 
BE FETE — PASE Es Ot) 
a) WRTEBUDST, 可 交换 , 则 了 5 E 可 交换 ; 
(b> Y ex0, 存 在 [0,1] 上 的 简单 函数 多, 多 …，, 和 具有 如 下 
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IEC OESE 
lri Kode | <z 
gC) = (24+799,0)—-1—r. 


—1]-riie@si, 


le, [iaw@as, 
显然 , 当 r 充分 小 时 ， {E,;0StS 1} WR Apo ' 具有 所 需 的 性 
质 


< 


其 次 ,假设 So Brt B 是 正常 压缩 算 子 ,并 使 得 
B, = Ami FiA A= lols ks 

其 中 4 ,4 > Aude Hermite 压缩 算 子 . 因为 B. 两 两 可 变换 ,所 
以 ;由 下. P. R 定理 Do ,4 4a 亦 是 两 两 可 交换 的 . 因此 ,我 们 
有 一 单位 分 解 1E0ses1) 和 简单 函数 Pr soot? o Pa FE 

(a) MRTE BCA) SB, 可 交换 ;从 而 与 A. 可 交换 , 则 
TE,=E,T ED,1] 

(az) ba, — | goag] < 

a erap 1, j=l, 2 2k. 
& 9.0) = gani tipa D ,并且 取 r HAD. MES) AA 
perp 就 是 我 们 所 需要 的 . 故 性 质 5. 1. 6 获 证 . l 


§ 5.2 


解析 算 子 函数 的 基本 定理 
在 $ 3. 1 中 我 们 证 明了 关于 算 子 解析 函数 的 基本 定理 , 即 美 氏 
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定理 1 定理 3. 1. 1). 下 面 的 定理 5. 2. 1 二 1 将 推广 这 … 定理 到 解析 
ATARE. 
EES 241 H EE Albert gB] PE Neta UP EL OPT 之 
EA MSC <1. HATE RC MEI ERAT. real aff E 
AST) Sf FN PC ec. 
证 明 假设 
fs) a! Bere A 
由 性 质 5. 1. 是 两 两 可 交换 的 下 kL i BR IE EL TE = 
B,Toen=O.1 Pic. PER ER r PRT aral TO PE AY 
mie Ah eC A fel. FR ee Pe A 
原理 “1, 对 某 个 正 数 3, 我 们 有 
max {i fts) |i; lz l=r}—1—¢. 
由 Cauchy 487+ 04 RRI GA EAL E aD ER 
MB ISl n=l 2 
m 是 一 正 整 数 并 使 得 


Qed 

于 是 
[X BT “ID BoP | D Bh 
ar 0 = ut 


<>) Br | + >r 
<)> BT it 


因此 ,如 采 我 们 能 证 明 下 面 RERE: : 


Pi Š 
D3 ET GRD 


则 定理 的 证 明 洁 成 下面 证 明 (5. 2 DARZ 
因为 Bo,B1,… ,Bn 是 两 丽 可 交换 的 正常 压缩 算 子 .由 性 质 
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5.1.65): FE TE-- AAR EE OSI 以 及 [0,1] 上 的 简单 天 
数 D,.O, .… ,三 ， 


Pa 
P Uj =: > ce Gaye Gs) ‘an= 2 ants 


ee] 
使 得 
fa) TE, = p #€([0.1]; 
ib} le = DAE B/S n+ 1) n= 00) Boe om 
nn 


B DrD Dn 可 以 写成 如 下 形式 


t 


ETSE p> "Xa, Ch gn. LaBare ys, 
FF HB ECR) ont a) Oyu Oy 1a2ye am, 


Era 
Pa) = S) mO ETIE A 
a-- G ` 
则 
B ay 
古人 一 DS) lS ue: 
+4 1 a= 
TN 


Ped c ELON]. lel<cr. 
Ba EE ELLIN Ao leo Sr 使 得 
Elta) |l- 


gj 


EHA Fl sr 
| Di D, dEa"| 


In= F 


<| 3 [a-noa] se] 
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<5 |3.—['e,coae,|- te ap? Ba" 
mad 
3 
<2 41st $a1- 4a, 
所 以 ;我 们 有 
DIER >| D| capasl. 
n=O ine ge 


IRN MBE. ECO. W rE ECB 270. 则 
PESATA 


> | Di 全 CC 
Ta 一 站 


>| Matera 
a= 


NEC Bd xl 


=| E sz gceozl 
FEIERTE [0.1], ler 


| AO = Peni. 
由 基本 定理 ; 即 定 理 3. L1 ,对 于 任意 zE (0,1. RAIA 
| 2 eeyr"|<1—$, 

或 者 
mx | Èe 


Auk. TESET “Er, a 对 于 re H RING 
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+ > E heop 
<{> orf}? 4 She 
< REI BEE 
<le 1-29 
由 此 可 得 
》， BT” 
BKS. 2. 1) ARSL 定理 5. 2. 1 获 证 ， | 


注 1 在 定理 5. 2.14 中 不 必 候 设 工 为 正常 竺 子 . 另 一 方面 , 假 
设 真 压缩 算 子 7 SRF BR 了 可 交换 似乎 太 强 ,但 这 候 条 件 一 般 
不 能 去 掉 . 例如 : 设 已 是 2- 维 复 Hilbert 4518], Hp lere) WIE 
HE. 对 于 re Ae, t+ wen TEM: 


Tz= T + 


3 
Br= 下 Pa 


易 证 :B Æ Hermite F BT =08lB}=]Ti= $- 
= SAF BR: 
F= e BYU — Br) 2 € A 
由 引 更 3. 3. 1 eA, RITE 
Fz) <1. 
BM. SEN) ,并 且 


Tz)= Bip +4 x Brz"} 


me] 


B+ Bet Date. 
a=1 


eal 
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由 性 质 5. 1. 1 ,以 及 有 7 一 0， 我 们 得 
S(T ST- Br X press. NY poU” 


opi E 
(Si — BiS, BHEO 1. 

注 2 LE PEMTERB SUT AAR PS Re 
Re ee HE). 另 一 证 明 避 开 了 这 两 个 定理 .详细 情况 可 参见 
[114]. 

利用 定理 5. 2.1, 4 a PARED von Neumann 定理 . 

SEMES.2.2°79 jb OOo DS lz; lelte) RR SEN, 
CD). HeaFle|<1. FG 11. MRC BARRA ST 
eis) FFAS Fa seme SC ASS. 

HER 设 

eo > Bzz E D., 


其 中 人 5 ;是 两 两 可 交换 的 正常 算 子 序列 (性 质 5 1.5). 如 果 对 于 所 
有 x# 主 1，B, 一 0, 则 定理 显然 成 立 . Fk. BIF €A, FQN 
1. 则 由 解析 向 景 函 数 的 最 大 模 原 理 下 :， 
Fed Les r; le <i}. 

对 于 0<r<1 ,由 定理 5. 2. 1B OT I<]. 根据 解析 向 量 冰 数 的 
Cauchy 估计 22 ,我 们 有 

1B 和 MOD"， 
H Msmaxi foll lels. AMT 

ECD ESIA SETO HIT 
< 二) S) Bdn ted 


<1+C1—r) M dt. 


r 单调 增 地 趋 于 ] ;风气 1]. 最 后 fg HES SEA). H 
E RIAI 川 委 1 pE. 2. 2 得 证 ， l 
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FES. 1. SAI TERN OTF p ey ce BBS. 2. 30, 
定理 5.2.3 [2 (EN, CA). 对 于 0sr<1 念 
Mrd=max {i} fz) 1; e| =r}. 


Min = maxi CT} ils Er, 
Fea T 与 了 可 交换 . 
为 了 叙述 的 简 使 ;我 们 引入 下 面 的 记 叶 : 
并 ,一 1 了 ez >00}, 
WT=i2:Rer220}, 
f_s=iz+Rere> — 6) (6>0), 
FERIAK Soe BBS. 2.1 和 有关 的 两 信 定 理 . 不 加 以 证 明 . 详细 证 
明 见 引文 . 
定理 5.2. 4 i H $A Hilbert 空 何 . 则 
Ci) ESE Ny (A) EH Re fle) >0, BPE EA, 4 (fle) 
二 rz NPO ARTE BUD AS f RBH RoR TM 
Ref (T) >O. 
GD W FEN di, 1 APF EHe OSL MRT 
EBH § f WZH ReT >00, MAENE 
GD AR SON, -pE F ee AEOS F 
HTE BOA) fT EMH Rer 20. WI FCOHSI. 
GO REN). MAHER ro. 
max ECO l ;Rezter}=max(( fcr l;Rel Srl}. 
其 中 了 与 了 上 可 交换 ， 
定理 5. 2.50 DMS BRE MRM IFA AW. SRE 
DFS HE Awe meee. 则 
G) Mm FE AAD). GEACO.A WG Taw 
HTrE B AHA RRAS. 
GD FEAD) GEAD, H ,). WRG) >00, Ë 
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PTE RAAB T. 

Gi) RFEA, D) GEAD, A). FTE BUA) A 
ReT>0,|GCFCT) <1. 

(iv) FEAU: D) GEAD. H). WF TEBCADA 
ReT>0,ReG(F(T))>0. 


§ 5.3 


解析 算 子 函数 的 几 个 重要 定理 


对 于 两 个 定义 在 区 域 卫 上 的 算 子 值 函 数 Se RNG I Se 
可 交换 ,如 果 对 所 有 wE D, fCogw=giwftz). 在 第 三 章 
里 ,我 们 给 出 了 算 子 解析 函数 的 Schwarz 引 理 ,Pick 定理 以 及 Ju- 
lia 引 理 等 . 同样 ,对 于 解析 算 子 盘 数 也 有 类 似 的 结果 
定理 5. 3. 1(Schwarz 引 理 ) 设 五 是 复 Hilbert 空间 ,一 &， 
h BOR gE Ag (SD) AC Ny (AEG IAG) SLEA FHA A 
{A EAU ACE. BART SC BUD ARERR ST. 
G) MRT SA AR, N] 
aTe TY IMST, (5.3.1) 
leem kT]. (5.3.2) 
H RODEN iy. Ah N 是 某 一 ERA EEN» 3. DAP 
RTEA HR gg)" > 0. 
Gi) 设 工 分 别 与 8 和 &g MUM. FRSA 可 交换 则 我 们 
也 有 
eTe QSL TY FT), (5. 3. 3) 
以 及 (5. 3.1), (5. 3,2) 成 立 . 55. 3. 3) 的 严格 不 等 式 成立 当 且 仅 当 
aD g(T)>O# HAGAN APN 是 某 一 范 数 为 1 的 正常 算 
子 . 
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GD 却 果 (5. 3. 2) 的 等 式 成 立 , 风 8g(3 —ORR hEN, 
WN=15 OR eT) =ORAG@)SU ,其 中 UU 是 西 算 子 , 则 C5. 3. 2) 
的 等 式 成 立 , 

证 明 0) 由 性 质 5. 1. 2 ,我 们 有 
FED =g TACT). 
从 而 
gD eT) FOF PY * =g PIRACY tg (TD). 
(5.3.4) 
另 一 方面 ,对 于 Y rEH, 
CATAL) zs x) = x) lg eT zi 
= |ACZ te (Pg (PY yz， 
于 是 
gD gN SODE SAA e CP". 
(5.3.5) 
如 果 玉 C2) 三 NNT==1, 则 CT 二 N ,从 而 1 一 配 C7) 少 二 9. 如果 

hteyEN,NI 二 1, 则 由 解析 向 量 值 孙 数 的 最 大 模 原理 "1, 对 于 
EA, Whe <1. 因此 ;由 定理 5.2. 1. hA, Bl — ar) E 
0. 故 由 (5, 3.5) 可 导出 (5. 3.1), 最 然 , 由 (5.3. 1) 必 有 (5. 3.2), A 
用 (5. 3.4) 式 ; 当 有 (2) 关 N ,NI 二 1 时 ,容易 推出 : (5. 3.1) 的 等 式 

REAK ge (TD >O. 

现在 证 明 (ii). 类 似 可 证 除了 (5.3.1) 与 (5. 3.2) 式 成 立 外 ， 
C5. 3. 93) 也 成 立 . 下 面 我 们 要 证 :, 苦 &(T)g(T》 > FYI)" , 必 
H hkOAN AINI=1. BM. WR AEEN BIN = 1. h h 的 定 
MEN 为 正常 算 子 . 因为 上 与 8g TER HET 分 别 与 #4:g 可 交 
换 , 所 以 ,由 性 质 5. 1.2, 

7 一 NgCT) 一 5CTDIV， 

从 而 ,由 Fuglede-Putmau-Rosenblum gems), Nt 与 g(T) 亦 可 
交换 , 于 是 (5. 3. OXIA: 

EDE ATSE * = ANN gg)". 
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itd ee (1) > PTO PCE) a eT eT Re PD 
gt 一 FF LRAT. Fe CE NNO aR OP BIN 
<L KIN = 177. AEG ABE. 

fee EAA Gi). 假设 5. 3.2) 的 等 式 成 立 . 现 要 证 : 若 eC A 
0, 刚 Ax) 三 BIN =1 BO. ME AGOEN N I= 1. h Ai 
面 的 证 明 , WACTON<C1. 于 是 ,由 PCP = 2 CF OACT FET 

WFC PSI ACT I We Cs), 

BSNS CON=1e OFA. HOAGOIEN ,其 中 为 范 数 为 1 的 下 
BRS. A ik FE. l 

推论 5.3,1 ENKA RT ce Anfo FA 
设 ZEBCH) 蚌 一 真 压 缩 算 子 昌 与 了 可 交换 .如果 00) Af OO) 一 
0 一 0;, 则 


TOTS TY, (5.3. 6) 
pore PCP PCL), (5.3.7) 
|e || FCP DI. (5.3.8) 


如 果 fC Ash(2) HPA PARR. (ACO L=1. 则 
(5. 3.6).€5. 3. 7A ERR ARE SR ae A a AT, 
Ten 并且 fC) -ANe BPN 是 范 数 为 1 的 正常 算 子 . 如 果 
(5. 3.8) 的 等 式 成 立 . 则 TORR fe) 一 Ne BIN 159 
4* 一 0 或 者 f(z) 一 Lz" KAU HAAS OG. 3.87 的 等 式 成 立 . 

在 证 明 解 析 算 子 函 数 的 Pick MO SB RTT ACE F 
一 个 引 理 . 

引 理 5. 3.1 ie A.B Æ Hilbert 空间 只 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
HA BWM. Mo AER. A 

O ABL SAA AASB, 

Gi) ABT ISA HRM AASB SB, 

证 明 G) oP HIJAB Ud SHYT BAS ABe I Biz 
E 

GO AFIA CISS 4H HA- TERR BAIA 
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Bias +. tio TA AB o++ EF A AO 
i YR’ B. & norio, EP AE. l 


定理 $.3. 2(Pick 定理 ) i H EB Hilbert 空间 . HO wp 
AAH E GREVAR CE BODES S TNE RR 
FORP REBAR TS). 如 果 总 是 一 正常 的 真 压缩 算 子 并 且 分 别 与 
T A E 
UTBE = BT BUB T 
DELIA EDD AET BY 
FT FBD iL- AB FCT, (3.3.9) 
TBO BT) U-T* BY Cr" —B") 
SPC) — PCB If CBD FCI TT CT FCB? 


{FCP )" FCB" }, (5. 3.103 
E-U BT I 
SFC) FOS FCBY FCP TN. 5.3.11) 


证 明 定义 ps 如下; 
pple = Ce +B) I+B 22 EA, 
显然 :wsE Ne CA), 并 出 引 理 5 3.1, 
Neale ||<1.2€E 4. 
考虑 "复合 函数 "， 
. Fz}= Cf > gph (le) EE A, 
其 中 Cf © pa) C2) = (ual) ). BR Kid AMIR PRR. 由 解析 向 
量 函 数 的 最 大 模 原理 5 ,我 们 有 
max iee llr EK rae 
从 而 ,对 于 所 有 2 © Kf 
off CK, = (ws lw [sort 
FE, pH 1.3,.PEAn(A). BF BSS AM Pe Pe 
EAD f Wee. A. HEE. 2.1, 
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[AEn HELE A, 
pp 
IED Zl rE A (5. 3.12) 

对 于 ce Ae 

g(z)={Fl2)— FCB) I FOB FG). GS. 3. 13) 
由 《5. SIDUMA = PCB <1 Ce BS. 2. Be 
{5.3.13) 定 义 的 g ABM. 于 是 ,根据 引进 5.1.1, 我 们 有 gE 
Au CA). FERIEN g CN a (A) ewen gOS 
o. 设 


FD = Dj Aw ze A. 


n= 0 
则 由 性 质 5. 1. 2， 
f(B)= >) AB (5. 3.14) 
= 
Flz)= 3) Aslaele) EA. (5. 3.15) 
ao 0 


因为 YE Na) 且 旦 为 与 了 可 交换 的 正常 真 压缩 算 子 ,于 是 ,由 
性 质 5. 1.5,FE NaC2) ,并 且 对 于 2zE4， 
F(z) f(B)= FDF e) FC) FCB)" fa) F(z). 
HR gE Nu (A) HAA. 3. 1, [le Ik. 显然 ,EC0) 一 0. > 
C=-—B)U-B'T)". (5. 3.16) 
出 引 理 5.3.1,1Cl<i 利用 (5. 3. 14), (5. 3.15) BIE C WAS 
FCB), F(R) DAR F 可 交换 . 因此 ,由 (5.3.13) 知 ,C 与 8g 可 交换 . 
于 是 ,由 推论 5. 3. 1 ,我 们 有 


C*Cizge(C)* (OS, (5.3.17) 
_ COS gl(Og(C>*. (5. 3.18) 
Icke CC |. (3. 3.199 


TARIHE. 3. 17) —C5. 3. 19) 正 是 (5. 3. 9) — C5. 3.11). 事实 
上 ， 
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ts C HBI ABC? 
=i THPD UBT) tB HIH THB) 
"了 一 号 了) 
S{P- BABU IDI B'T +B (TB) 
T. 


因此 ， 
EO) = A pa ED = FT). 
从 而 
IF COS JATH EL. 
于 是 ,由 性 质 5. 1.2, 
g(C)=(F(C)— FB HI FCB) PKC} 

={f(P— FCB} I — FOB FCT IO. GS. 3. 209 
fice (5. 3. 16), C5. 3. 20) EAB G. 3. 17) — C5. 3. 19), ATE Al 
(5. 3. 9)-—~ (5.3. 11). 从 而 定理 获 证 . i 

下 面 的 推论 5. 3. 20 ERE. 2. 3 CA AR BT ag Pick € 
理 ? 的 一 般 化 ,并 且 些 推论 本 身 在 复 值 解析 函数 理论 中 也 有 具有 重要 

推论 5. 3.2 GH 2 Hilbert 空间 . BRS BA LHR 
firme. | f(x) | 之 1(zE€ A) 以 及 TE BCLH) 是 真 压 缩 算 子 - WR 
B 是 正常 真 压缩 算 子 且 与 了 可 交换 , 则 (5.3.9)，(5' 3.10) 和 
(5. 3. 11) 成 立 ， 

FA) FAS) TRL. 3.3 和 下 面 引 理 5. 3. 2 我们 可 以 证 明 解 析 算 子 函 
数 的 Julia 31E. 

引 理 5. 3.2 iH BH Hilbert Sil. 假设 A,BE BUDA 
WABI <2). 如果 NE BCH) 是 正常 真 压缩 算 子 且 与 A;B 可 交换 ， 
0 之 p 达 1, 则 不 等 式 

jCA— NB B—N* AIE 《5. 3. 21) 
Sot 
(B*—A*N)(B—-N* A) 
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LOOT ON NB B--A" A), 《5. 3. 22) 
证 明 OA TN ABYC. NAB UK. A i 
N*A=(U--N° ABB 亦 可 道 . 由 引 理 3. 3. 1. REGS. 3. 214 
价 于 
(A*—B' N*M A-NB) << BA NBS N'A). 
上 式 亦 可 写 为 
(I—o CB ANB- N'A) 
<(B*—A*N)CH--N'* ASLA- B'N" (A -NB) 
=R*B--A*ALA'NN* A-B'*N’NB. (5. 3. 23) 
出 Fuglede-Putnam 定理 "知人 5 A,B 可 交换 意味 着 AN = 
N*A,BN*=N‘B. W 
Bo B—A’ A+A'NN’ A-B*N*NB 
一 人 一 请 NE 太一 及 A). 
因此 ;不 等 式 (5. 3. 23) RARBG. 3. 21) 等 价 于 (5. 3. 22). 引 理 得 
iE. i 
定理 5.3.3 i& H BS Hilbert 空间 ,以 及 了 ES Nn CA). BW 
FEAL. 假设 1N,} 是 右上 的 正常 真 压缩 算 子 序列 .并 
且 


G) SERN, 与 卫 可 交换 , 即 对 于 E AWN fe) = FEIN, 
GD liml7 一 No 一 0; 
Gi lim I~ FCN =9; 
(iv) lim lal — I= FON.) FON OHTA NN) TNS 0 
Hea 为 某 一 实数 ; 
(v) e=liminf {|7 — N MN ON, N o Aa. 
设 工 和 吾 ( 五 ) 为 真 压缩 算 子 旦 与 所 有 N, Bf PASE WRIA 
(a) FT FOIY FCO FP 
gaci- TdT) UTO; (3.3.24) 
Ch) 如 果 对 于 DDO, 
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CH Oh), {5. 3. 25) 
AY 
PEACE PP abe d- PCP) FCT} | 
(5. 3. 26) 
fc) = 
YE +6712 || <b +4) ,@>90), (5. 3. 27) 
则 


LPC I— CL + abe} || abe C1 + abe}. C5. 3. 28) 
WEAR GO 出 于 N, SERRA T.M N,N. H 
TEREA T A 


TE -N N OE S 1e INE 
信 m,= 1 - A al sM, = iiS N," NI, 则 
On N, NS .£5.3, 293 
HHA 
liminf Mae, 
aoe Min 
假设 人 ce RARE. BIR TAS 5, 都 有 
My C5. 3. 30) 
Piy 
CAA Bays OF iNO A TEIRA. 设 5 为 一 正 数 使 得 
ESD aT Py a Tt ce. (5.3.31) 


由 于 当 ne 时 ,Ne 从 而 :mm 一 0 于是, 我们 可 选取 0 和 as 和 1， 
使 得 5601 一 as) 二 m,( 如 果 必 要 的 话 ,可 去 掉 有 限 个 ND m h 
(5.3.29), (5. 3. 30) 得 

BLOGa D NN, N RAL. (5. 3. 32) 
由 定理 5. 3. TRS ON OTL, ATE ND FOND BY RE. Fes 
由 六 ,为 正常 竺 和子 且 与 了 可 交换 推 知 I— FOND POND SU 
NAN 可 交换 0 Ail 

SFN O EONO USN, N 1 
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AEM AMA. + 
e= lla? — Uf N FONDA N NOTI» 
Bi 
e=sup{ |({I—f(N,)* FON} SN, NOTE 
ava]; hæl =1}. 
hiv), e 0e), MAM a20. EE. 
(a—6, DEKUN O SND I— Na Na) late. 
(5. 3. 33) 
于 是 ;由 (5. 3. 32) 及 (5. 3- 33) ,我 们 有 
blamed] Sa If ND) ND} 
[bla tHe. (5. 3. 54) 
而 由 引 理 3. 3- 3, 65. 3. 31) 等 价 于 
U—-T*)U—-T)<bU-—-T’'T). 
Fit. (5. 3. DARRE EE O01 9G 
KI-T'T)—-U-T'N JUANDE Sl, 


或 者 
(I—-T'"N,)U—N,?T)<6U—T'T) 
对 所 有 成立 (必要 时 ,可 再 去 掉 有 限 个 N). 再 利用 45. 3. 32) 以 
RT ON, 可 交换 性 得 
ATN DUN MCO aD TIN, NDU-TT). 
于 是 ,由 引 理 5. 3. 2. 我 们 有 
\CI-N,) IN, TW, 
另 一 方面 ,由 算 子 解析 函数 的 Pick 定理 (定理 3. 2. 3 可 得 
FCT — FON IA FOND FCP TH] 
KILN DANa TO: 

AE, 

KIEO AN OHI FN ET <a, G. 3. 35) 
由 于 SNP HERBNA ERMA ISOM ARP 
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FIND = FON FCT) 于 是 ,再 由 引 理 5.3. 2 PA, C5. 3. 35 rF 
人 一 .FT FON DI FON, FTI} 
aT FON, FON DI PCP PCD}, 
并 且 由 (5. 3. 34) 式 :上 不 等 式 为 
(2—S CT) * FON I FON FCT} 
<b la Hed I fF)" f(T}. 
AA Y nott AON I H e0, 所 以 ,上 不 等 式 为 
UFES USET Sabi FCT" fC}. 
再 由 引 理 3. 3. 3, 寺 不 等 式 等 价 于 
| 一 FT HITY FCP OUI FT)" 4 | <aby. 
于 是 ,由 657 为 满足 条 件 ， 
TYOG—T*T OT Ob ne 
的 任意 正 数 ,我 们 有 不 等 式 (5. 3. 24). 
(tb) 普 先 ;由 17C0) | 过 1, 以 及 在 (5, 3.24) 式 中 令 荆 二 0, 我 
们 有 
ac {I— FO HT FO FCO} “4 FCO) * } 9. 
(5. 3. 36) 
由 于 c 实 1; 所 以 a>0. 由 引 理 3.3.3 知 (5. 3. 25) FHP FCS. 3. 31). 
因此 ;根据 (5. 3. 24) ,我 们 有 不 等 式 
上 一 FT 一 FT FC A) * il abe. 
(5. 3. 37) 
故 再 由 引 理 3. 3. 3, 我 们 得 不 等 式 (5. 3. 26). 
Cc) 事实 上 ;上 面 的 证 明 过 程 已 证 明 (5.3.27) 式 . 因为 
(5.3.27) 等 价 于 (5.3.31)《 引 理 3.3.3), 而 由 (5-3.31) 可 得 
(5.3.37). 因此 ,再 由 引 理 3. 3, 3, 得 (5. 3. 27). 定理 证 毕 . | 
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$5.4 


解析 算 子 函数 基本 定理 的 精确 化 


在 这 一 节 里 , 我们 首先 精细 化 $5.2 中 的 基本 定理 (定理 
5.2.1) 和 $5.3 中 的 Schwarz 引 理 ( 定 理 5. 3. 1), 然后 ,给 出 两 个 解 
HAT oh BBY Harnack 型 不 等 式 ( 定 理 4. 1.1 和 4. 1. 2 的 推广 ). 

为 了 证 明定 理 5. 4.1 ,我们 需要 如 下 引 理 总. 

引 理 5. 4.1 设 4, BC MA DEB EAM RR ESR 
子 , 并 且 AD-BCH0,0G6(C). BTEC BCH H R95 ABCD 
可 交换 且 oO) 站 ol 一 DC = BMY Frjal Cd. Re 
式 . 

[AT'+F BICT+D) T Sr. 《5. 4. 1) 


等 价 于 不 等 式 
ITH CAB — PC D)CA*A—PC'O) | 
<rl|CAD—BC)(A* A—PC*C} I, (5.4.2) 
C5. 4,. 1) 与 5. 4. 2) 的 等 式 同 时 成 立 或 同时 不 成 立 ， 
证 明 不 等 式 (5.4. DR AS > 


rPi—(C*Pt + Dt) CATT +B" CAPT H+ 5 CT HD 0 
或 者 
CT TD YAC THD AECT HD) 
—(A°T' +B" )(AT+B)](CT+D) 20. 
然而 : 方 括号 内 的 算 子 可 写 为 
(AA rC) 

[PEELA A— C OTT ET HET HEFE] 
或 者 
(AtA—PC'O) (PE ECA‘ AS rC OT HF OCT +E), 

(5.4.3) 
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Ep ESAD- BC, F= AtB rC DA A rE CD) 由 于 
Orjal ACH, ATA A Areco, MMG 4. DRAEN 
充 要 条 性 是 : 
THEIS] EELA A— ACO] 
=r] ECA Ar EC]. 

ALCS. 4. 1) 与 (5.4.2) 等 价 . | 

定理 $.4.15 BPE NAD) WC) Ile A HOE 
o CFO. BET Æ Hilbert SY CHAAR THES 
zE A TAOD S= FDT. 刚 


H — ITI co * FCO) |l SATON 
g EATON — o" FOE 
1—|FOO RTI C5. 4. 4) 
WE O =el ,其 中 a 六 0 为 复数 , 则 
ja — z hej + ITI 
ERIE O S ep 64S 


TEAR A FE Nn fA) NF QOI<K1IGEAWRITICI ,所 
以 ,由 定理 5. 2.150709 <1. > 
gD = FAOS O Ee O fz}. 
于 是 ,由 定理 5. 3. Schwarz 引 理 )， 
he PDST EL. (5. 4. 6) 
取 A=D=1,B=—f/(0),C=—-fO)'Ar=iTl. ARAB 
5. 4.1.99 41: 6. 4.6) 式 等 价 证 
HEID AIP WFC AITE * FOOD 
LITH- FCO) EO (7 — IT IFFCO) O. 
(5, 4.7) 
利用 三 角 不 等 式 于 45. 4.7) 式 ,我 们 得 
Ee 
+ TWF FO FOO HTEO FCO 7 
<LI IT IPF COA UTZ A * FEO} 


ET edt [eae] 


“WF TF FOOD PTH. 
tT . 
= ATIPAN E a ro +, 
TE 
HFCL IWS LO — PED AE || UL — Ao FCO} 
LAT F COO 
因此 ,C5.4. 4) 的 第 二 个 不 等 式 得 证 . 再 由 45. 4. 7) ,我 们 有 
KEIT CE IP PF FCO) * FCO) I— AA PFO) } 
Gi) * fC} | 
SIT WI £00) FO 一 星人 FF 
SST FO COD MM I — PPC) F007) 7 
由 此 , 推 得 
If PTF — IFIP FCO) * FCO J — A — IT HP) FO) | 
<P Z—f€0>* FCO |. 
利用 三 角 不 等 式 ,我 们 得 
WPF — Fer LF — Wr |/2 FCO) * FCO TI) 
STII L— A077" FCO]. 
因此 ,由 上 不 等 式 可 得 (5. 4.4) 的 第 一 个 不 等 式 . 
BR. (0) =o 时 ,由 (5.4.4) 可 得 (5.4.5), EE 
毕 . I 
下 面 的 推论 5. 4. 1 实际 上 是 定理 5. 3. 1 Schwarz 51 ae 
化 . 
推论 5.4.1 f(z) = Bett E NuD AOK GE 
A), f@)=0,##H0G¢(8). 假设 7 是 玉 上 的 真 压 编 算 子 使 得 对 
FEATS OT. 则 


pr Ee EAr 
rN BB 
SAT 1 [SPITE 


如 果 Beal. Hp eH OAR RK M 


(5.4.8) 
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uy) Let WF jh 
Mey r Ss FOS pay 4D 
证 明 设 
gat @ 18 
g(0)= 8. 
N) gE NAD lel A) ,并 且 SOD HT'g eT). Bit Xt 
F g 利用 5. 4. LAP ARCS. 4. 8) 式 . | 


定理 4. 1.1 和 4. 1. 2 给 出 了 关于 算 子 解析 函数 的 几 个 Harnack 
型 不 等 式 . 下 面 的 定理 5. 4.2,5. 4. 3 叫 风 是 这 两 个 定理 在 解析 算 
子 函 数 中 的 推广 .在 证 明 我 们 的 定理 之 前 , 先 给 出 两 个 有 用 的 引 
理 . 

引 理 5. 4.2 设 BB Hilbert 空间 上 的 可 赣 正 常 算 子 ,6<r<< 
LERT RH 上 的 真 压缩 算 子 旦 了 TB= BT 则 下 面 的 不 等 式 等 
tt: 

G) TIS: 


Gi) lana Tyo ie 


1l-r* 
(ii) [8Br a7 3 z7 |< niet. 
证 明 (与 Ci 的 等 价 性 即 为 引 理 4 1-1. 因此 ,我 们 只 须 证 
Bf Cid) pCi) ARETE. 设 
A=U4+T)U-T)~— 


HODR BAISE RA 
JABI<YA Bl sia. 
PR UL Gi) 成 立 , Z PGI) ATE BP ABIS PUB. Wey B AGATE 
性 ,可 得 Cii). l 
引 理 5.4.3 设 工 是 Hilbert 空间 五 上 的 正常 算 子 ,8B 是 寺 
上 的 Hermite 算 子 且 ReA<B. 则 对 于 eC A, Bae 


2r 
{—r** 


al< 
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p2)=A+2[ReA—B] = 


E A WAY AAI; SB eR EE APSR BER OCB 
HDU FEBS YM FAM) SEH Regl <B SFT | 
< 

证 明 FXL RPA IHR TU- mM SoM AR re 
1. 因为 


F+2ReTCi—-T) 106 
Sy 
STOTT 470 1 
或 者 
CT UST 4+ TTT) Sd. 
Bi 
TT TS — UOTI- T). 
而 上 不 等 式 可 写 为 
T P<, BITI. 
而 
Reg(T)=ReA+2(ReA— B] Rer UT). 
At ReDD HRR HITI. l 
定理 5. 4.2 3 gE Nn O IIRA 2 we A, Regl) >o, 
Rello 0, H H g oS Ig O= 0an). 如 果 
TH CARERS BF cE AT gle) —e QT. W 
rym [i 2 yn 
cn Ro 
mE g(0)=g(0)* BOK oCe(0)), Bi 
alec I< ReCe(P)) 


1 十 上 2 
s lig ON. (5.4.11) 


lgl. GS. 4.10) 
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| py TANT 2 -= 
at) fie |< let. (5. 4. 12) 
1 一 上 7" ey LENE 
x < ; 74 
Tp prey? Res Spy (5.4 13) 
2i] ay PIE. 
Tle SE ye (5.4.14) 
证 有 明 定义 
fæ =le egl gc) eo) !, (C5.4.15) 
M FENDA) FER FOO HP CO) He = FOP CO) 0, RH cE 


A, Wf. 事实 上 ,由 8 BIRR SE NWA. FO) =f CO) 
一 … 一 三 0f0) 一 0 是 显然 的 - 而 [f(z 省 之 1 等 价 于 

[gz 一 2O) gle)" 一 及 (0) | 

{gCz)— gc0) Hetedt+e(O] < 了 


IRA BA 
2lgl2)" g(O)+ ele) g(00* T>, 

Ep 

ARe[gle)g(0)* j>0, 
aR BB 

Re[g(z)¢(0)* fo. 
由 推论 5. 3. L(Schwarz 31 理 ) ,我 们 得 

FCT SIEM 
FE Mr=|7T" Bg), wal BA. 4 2 可 得 
| Ce (+ e(O FCI ES AT -Hro 
ele Ol 


而 由 (5. 4. 15) 式 得 
glz)= [g(t0) ef (ze) TI f(r), 
即 
tT) =(Le(0+ 260 AT) Wie FE]. 
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从 而 55.4. 10) 式 成 立 . 
根据 (5. 4. 10) ,我 们 可 得 
1 十 | 到 "让 


rralla 
Re Lg(T)— l= ras Isle) eo) -Z 
2z . 
<ir ple Ol. 
因此 ;我 们 有 
rrej] "all . 
Reg (Tr) LHE Il Rego ta ll fe CO Naz 
1+ {177 ll 、 
Ife I. 


所 以 ,5.4.11) 式 的 第 二 个 不 等 式 成 立 .下面 我 们 证 明 (5. 4. 11) 式 
的 第 一 个 不 等 式 成 立 . 因为 g(0) = 二 gC0)" 且 0 多 otg(0)) ,于 是 ,我 
们 有 
Re(e(T )g(0)-)<Reg(T) lle C03". (5. 4.16) 
事实 上 , (5. 4.16) Rar 4 A 
eTa +e(1)* pCO) 7 gen EO * lgl 


2 
或 者 

giTl omge] 

十 ET Elecom gto) 0, 
Bp 


[Reg Te dO :I — gO) 7 J 0. 
显然 ,由 Reg (T) 20H lle) Il -I—g(0) 0 EASA eae. 
FUG. 4. 16) 式 成 立 . 根据 (5. 4. 10) 式 ,我 们 有 


tr 2 
Jec Je (0) 1 I 

从 而 : 
a eoa LITE Je 2I 


Bp 
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Refg CT)g(0) 2 i 你 lz. (5.4.17) 


于 是 ,由 (5.4, 16), 65. 4.17), RATES 


Reg(T}22Re([g(1)g(0) Sg (0) 14> 
1 一 | 中 


=>] 十 rn] lge TI. 
A. (5. 4.11) 式 的 第 一 个 不 等 式 成 立 . 
(5. 4. 12) 一 (5.4.14) 显 然 成 立 . 故 定 理 获 证 . I 


定理 5.4.3 $ B Hilbert 空间 -号 _E AY Hermite BF, SE 
Ne CD) Hp D= (ze; le] <r} 并且 
Ref(z)<B,2ED. 
Nt TERA) BIT r UHF ee AT I= fT, WR 
有 


Reni Re fo + SE a, (5. 4.18) 
(5.4.18) RHER RHA THORS T SP RATÉ 


式 : 


T= hal, 
FD = rT tTa Bzh irge), 
其 中 四 | 一 1,0<o<cr, 且 ReT<B， 
证 明 定义 开 单位 夯 盘 < ESTES 


pz) = f(0)+2[Ref(oo— BG zz 二 全， 


则 由 引 理 5. 4. 3,p 在 4 内 单 叶 解 析 . 定义 全 内 的 画 数 ， 
glg] e flrs) rE A, (5.4.19) 
Hh gE p AO BR. N gE ADHAN EA lgo 
g(0) 一 0. 事实 上 ;gE ar(4) 是 显然 的 . Fp, HS. 4 19), 我 们 有 
gg) 一 f(rz) ;从 而 peN = fC), BP (0) =0;F7F B 
Relee gD =Re(fr2CH, lz | <1. 
从 而 ;由 引 理 5.4.3, 我 们 得 ls CDi<1GcEeA. 于 是 ,由 定理 


192 MT BR [HEF] 


4. 3. 1 X3 F |Al<1,||¢C4)|<HA]. 
因此 ， 
let > FG ANISYAI, ， 
或 者 
lg- fonts, <r, (5. 4. 20) 
由 引 理 4. 1. 2 ,对 于 所 有 |Cl<1, 我 们 有 


Re[CQd—C)7 ][=— IC 


1 十 ch 


L 
因此 ， 
Reg(C)=Ref (0) +2[Ref(0) —B]}-Ref[CU-0) 7] 


<Ref(o)—2[ Re f(0)— BM gp e<. 


(5.4.21) 
C= e+ FLD FEIT <r, whe CS. 4. 209.781 EE h 
此 得 


KCI i 
iicr] (5. 4. 22) 


故 由 LC) = FCT UA IRS. 4. 21), (5. 4. 22) 得 (5.4, 18)， 
G 4. 18) 式 的 等 式 情形 的 证 明 类 似 定理 4. 1 2 中 (4, 1.8) 式 的 
等 式 证 明 . 从 而 ,定理 5. 4. 3 效 证 . 1 


§ 5.5 


解析 算 子 困 数 的 均值 


Miroslov 在 [88j 中 给 出 了 关于 单位 加 上 调和 共 示 函 数 的 均 
值 定理 . 在 此 ,我 们 将 这 一 结果 推广 到 解析 算 子 函数 的 情形 5 
FEAA ,并 县 
F(z) =U (2) +iV (2) ce € A, (5.5.13 
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其 中 局 (2) 与 YC(z) 分 别 为 F(z) 的 实 部 和 虚 部 , 则 上 Cz),V(z) 为 算 

子 值 调和 函数 ;如 对 任意 多 € BCHD PU GD OVGVIEBR 

意 头 下 均 为 调和 函数 . 对 于 任意 给 定 的 zEA,0 达 之 1, 令 7 二 

[z| H D=(é;|€—-z(<R—r}. Be R=pt+(l—p)r. W 
O<r<R<1 H DTE [EI RILA. 

因为 


Posmi ron, e FE Asla) DOA Rdm 为 复 
平面 上 的 Lebesgue 测度 ,所 以 


Uz) =m(D)™! Jv (29dm(é), (5.5.2) 
其 中 UCz) 为 FCx) 的 实 部 . l 
在 这 一 节 ,c; ERARE T RRA SE - 
引 理 5.5.1 RATAAN UOA SARA. HA O<p< 
1， 则 在 在 仅 依 赖 于 5 的 常数 cp 0 使 得 


| LF Ce) |} Pee, - ep) Uc) | dm (f).2€ A. 


(5.5.3) 
其 中 dm 为 复 平面 上 的 Lebesgue WE. 
证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 


tfivo | *dm (2) =1. 


FER rE Ar= lz] 对 任意 2zE 4.4 r 一 |z| 且 
甩 一 会 ;1 一 | 委 民 一 r} R=pt+U—pr. 
M O0<r<R<1 A DSi E SRA 于 是 ,由 (5.5.2)， 


IU Ih <ame | (UCD ft tam) 


<e tary Mey] I UE) fh Pde ce) 


194 MAF hat LR RES 


<ra -pemo UC) || tdm) 
=p (LT MR)”, 
Hp MCR) =sup{ (UO I G EIS}. 因此， 
Mr)=sup{ ||UG@) "; Elser ALOMAR 
(3.5.4) 
对 不 等 式 65. 5. 4) 两边 同时 到 对 数 , 再 关于 > 求 积 分 得 
|} logM yar<—2.0 —rJlog PLE 


-a= p) | logm@+a—py ar 


pil—rn) 1 
Sr log + Pam 


由 于 rept pro FE R 
[PP og mendr<— 2 —ry hog Ê 
AA MOF r 为 增加 ,所 以 ,由 05. 5. 5) 式 得 
pr logM(r)<—2(1—r, log È 
Bp - 


logM rydr. 


【1 一 ”0》 
z 。 


cl — ro) 
ee - + 


j Z 2 
MeS ger -| tue || ?dm CE). 


令 cp 一 二 :并 注意 oC O 的 任意 性 . 我 们 有 


| Uke) | Pep | Il UE) || Pim (2) 2 ED. I 
引 理 5.5.2 {8 A WHilbert Sie] H EWART OT: 
<1. W 
(I>A || S2 | 7-All 7}. (5.5.6) 
证 明 ”因为 
| lz] = EDE 


a=] 


1—te 
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KIE Lea. 
所 以 
| G-A tA | <2. 
于 是 
| F—A || < | (I-A) CU —2A)7 || + eA l 
<2 || Z-A || 
AGS OERZ. I 
引 理 5.5.3 RAAH ERAREMA TOC p<]. WARE 
仅 依 赖 于 疡 的 正常 数 避 过 十 cc 使 得 
[ae | ted I dp 
<c, | I-A ||. (5.5.7) 
AR OY I-A l lt, BS. 5.2. | I—pAl 
<2. 于 是 ， 
Pap 1p A Il dezt | a —p) dp 
= ple DPHE 
LAA I-A 2AA 4 | A l e. ARCS. 5. PRAT . 
aD (I-A <ie erl Aal FB 
ler || I1-pA! +2e l I— eA j &3 l7 eA li> 
Ep 
| f—pA | 3U prn. 
则 
上 (1—p)?7? | I—pA hdp 


<e [i aoma erde 


<rt- 


— tae 1 i -一 一 上 
= 3? styl Aal’, 
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从 而 (5. 5. 7) 式 成 立 ， 故 综合 (与 (ii) , 引 理 5.5.3 证 毕 . l 


引 理 5.5.4 设 4 是 恕 上 的 正常 真 压缩 算 子 . mE Fle) = 
U2) +iV (2) € Ay(A) H O< p<. 


sup || E GAD | <e,C1— || A || 7? 
octet] 


sop | ETL CAr—€l) CI—£A%2)7 7 || Pdm (4). 65.5.8) 


其 中 c AMRIT p 的 正常 数 , 并 且 dm EAFA Lebesgue 
测度 . 
TERR ”由 引 理 5. 5.1, 我 们 有 


| | LCE) || fasmté), (5.5.9) 
其 中 ML) =sup UG EIKE) Bee WRF 的 正 
wR. HASTA Cauchy SARE, 
anrF! (OO)= |" _Utree~#d0,0<r<1, (5.5.10) 
HEUG) A F (2) © An (4) 的 实 部 . 于 是 ,利用 (5 5.9), 
(5. 5. 10) 可 得 不 等 式 ， 
| F' co) | remde] | EE) li tdm CE). 


(5. 5. 11) 
A KOSADI SEA W pCO) =A, | PCO | KI BRA 
-KOU pA), CEA). RHO=Fe oO. WM AOE. 
An(A). FE HGS. 5,11), 我 们 有 


| Ef’ C0 |] * Se, l | Ref (2) || adm) 


Ke, l LUED I dd). (5. 5. 12) 
另 一 方面 ,我 们 有 


H' (0) =lim 


a 


五 (的 一 五 (OO) 
一 个 
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=lim 
fed 


FAKE) — FCA) 
g 


slim sig? |, FOCE EI AdE 


0 
. 1 al 一 = 一 
=lim zi |, FOLKO I-A) AE re 


l1.. ppa 一 
— slim [FTI I-AA ODE 


= | FGI A TA* Ade 


=— P {AU A*A), 
Hp r HA KAEH DAS ET AA BPAY IE eR 
可 求 长 闭 曲线 . 所 以 
H'O =F AUAA). (5.5.13) 
应 用 (5. 5. 12) RS. 5. 13098 
| F' CA) I? 
= || F (AYU —A* A) A*A || 
= | H' OGI- A*A)™ | 
Ke, || (I— A A | 


。 fi UCCA—EI UI —fA*) ] | Pde OH). 
并 且 
d— jalas || G—A* AD |. PA EL 
从 而 ,我 们 有 
| Fi can WT? 


<c,— || All nf | UCCA EDU EAT] || edmi). 


(5.5. 14) 


由 引 理 5. 5.2, 对 于 0<t<1, 我 位 有 | 
a— faa (D= aH A Gell Ald? 
gae || A |] 7? 
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axra- || A 7. (5.5.15) 
因此 ,让 65.5. 14) RCS. 5. 15) ,我 们 可 得 
| F’ (eA) || * 


Sele || A ll nof UE CAt— EDO SA DT] || Pd (ED 


<c,i- | Ad al eel Car fF CI EA N] | tam CD). 
TEARS hI A “sup "49 GS. 5. 89k - l 
引 理 5.5.5 设 和 4 为 日 上 的 正常 真 压缩 算 子 . WMR Fi) SUl) 
HEV CE Ay (A) WF O< <1, EMR p IER Me, 
所 十 co 使 得 


IED P< FCO) He | a0 GA do, 


(5, 5. 16) 
HH GCD = sup || E'GA) i. 


证 明 PDH FG) CAn(A) EB 
FFO |E (pede. 
所 以 
FC4) 一 FCO) 十 4 | E Aap. 
从 而 
PEDIKO bet J AF cea) | de} 
< || Fo) | ?十 | | ccaodpj . (5.5.17) 
#A(pI=G@A) ,O< p<. M] 
( F aoao) < Pap pa (5.5.18) 
其 中 < 为 正常 数 . 事实 上 ,我 们 不 妨 设 
E C—O hio dpe. 


[$5.5] hay AT ha Bh 199 


由 于 Ale) WANE A 

koo | py dex], 
从 而 

nor S E 
于 是 

| apyap= |" heth (prt 

< E ape acpyrap. 

因此 ， 


b 


| f roae, | [i aeaoe} 
=; [ a—py'acorde } 
| [i aoh code} 
<c, | G 一 eerdp， 
妈 不 等 臣 (5. 5. 18) 成 立 . HHC. 5. 17) 及 (5. 5. 18) 式 得 (5. 5-16) 
式 - l 
有 了 上 而 的 几 个 引 理 ,我 们 就 可 以 证 明定 理 5. 5. 10 
定理 5.5.1 设 4 为 Hilbert 空间 占 上 的 正常 真 压 弟 算 子 ，. 
ME Fe) =U C2) +iV Cz) E Ap0A), 则 对 于 0<p 之 1, 存 在 仪 依赖 


F p RIE RR cs 所 十 c 使 得 l 
W ECA) IAS FOO eaa A o. 


i 


， sup f | UCCA — EDO — tA) Pd (0), (5.5.19) 
Qet] A 


其 中 dm 是 复 平 面 上 的 Lebesgue 测度 . 
WEAR ”由 引 理 5. 5.4, 我 们 有 
GD” = sup E'GA) A7 


<cp(1— |] A ll 7? 
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cup | MUCAS EDO EAD] || dmit). 


于 是 
G(pA)?<e,(1— |] eA o~ 
ki 
cup | | UECAto— EDU — tA to] || Pate (2) 
Se || aell Al] D i 7? 
De teae—va ta 
sup J | UL CAte ED IEA“ 10) 7) || Pde (E) 
pty 
=ç, || 7— pA, || ~* 
sur ll | UA ~ED — EA DT] || dm), 
(5. 5. 20) 
Fie A,= || All - 7. HY A, Il = | Al <1. 应 用 引 理 5.5.5， 


5.5.3 入 及 不 等 式 (5, 5. 20) ,并 且 记 


5) = sup | || ULCAt— EI EAD] fede (0), 
tt J 


我 们 有 
FCA) Ii? 


<| FCO) te, | AOGA do 
<< || FCO) || P+, F aeri eA, lido. s 
= || F |? 
十 ce 人 (1 一 站 并 一 54 |77 || I— eA, || 3de + s: 


< | FCO) Pte, [i a0 1 eA, I Pde ss 
< || FCO) || e+e || T—A, I 7? + 1. 
EE h | I-A, | =1— | Al 得 不 等 式 (5. 5 19) 定理 证 毕 . | 
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§ 5.6 


解析 算 子 函数 的 端点 性 质 


在 ;41 中 ,Poob 首先 给 出 了 如 下 一 类 解 杭 画 数 Dp): 

i FEH (A HAW FERB EN OSM plier, (=) 满 足 条 
件 ， 

COFCO) 站 


= 


EF p 为 < A MAR 了 aa 上 的 某 一 am 7 EWER- RAMEN 
Sp. 称 此 函数 族 DO A Doob W . Doob #41 TPA T Fi 
的 一 个 量 :; 
Al o=sup| f" (23[/C1—-{e)). (5.6.1) 
HRI fio 为 Doob WHR. APARAN E HA) WE tE E 
KOU”, mE £(0) =0, FHR FI YEA, 7 220, 
in fep. 

其 中 {t=)} 是 4 AE KNE 7 的 内 点 之 点 列 ， 

Hwang 在 [74 一 78] 中 ,解决 了 Doob 提出 的 一 个 长 期 未 闫 的 
“open” ARY ,并 证 明了 了 下面 的 定理 和 MEM DB. 

ERA ”不 存在 具有 EP ERMER WE 


Ci— feb DIES :zl<1， 


Hp n>N (p) =log as <0 << F 


cosp 
随后 ,他 又 将 上 面 的 结果 推广 到 算 子 的 情形 "…” : 
定理 B 不 存在 具有 KOMEN BRS BE 


a-daliecai<t, 
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其 中 有 4 为 Hilbert 4} A PAAR RR HA n>N = 
1 r 
log I cosp Po. 


Ea TE. RATEI AFT T A RU A REE A 
利 定理 B HHR- uk. FTE RAL g, 
FEM 5-6-2 IEAA FAR SA Kr UO mE 
G) 六 0 一 0， 
GD MPF AA EAU. (Yl 2p>0.# 
TE j fe) >s (5.6.2) 
Hele) A ALERT YMA - 
根据 定义 5. 6.1 TER AY O< p22, Dre) mM AE 
AA KOA MAR FREAK. 称 Drtp) 为 关于 
算 子 的 Doob 族 , 并 且 定 义 关于 算 子 的 Doob ER: 
lft o>=sup i ce) Wale. (5. 6.3) 
Pommerenke!™ 45 #2 Bloch a He ih T Bloch 范 数 . 对 于 
RT ARM. Rie LAUER: 
il ff a= Sup if ted a lel; (5. 6. 4) 
并 且 称 了 是 Bloch BR, MR || fi sa<oo- BM. 由 (5. 6.3) 4A 
《5, 6. 4) ,我 们 有 下 面 的 关系 : 
I fos i ft <2 lf do 
Amo | ff ooo ERK I FM aaa. 
引 理 $.6.1 BSA LD MNS FA Bloch 函数 ,并 且 开 
F DCA 的 边界 由 两 条 解析 弧 7 入 构成 使 得 


I FOr 2 六 ,Gy， 


>i ZED, (5.8.5) 


| Feed | age” ARAL 
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4 wz) fi D, 上 的 调和 测度 使 其 在 7 上 等 于 1, 在 Y' 上 等 于 OTE 
， WRITE | | 
toh: exp =A apn 1 ote z 65. 6. 6) 
— jz |)? a 


本 


证 有 elof EA 因为 对 任意 正 数 c 以 及 任 一 - 
TAAT AERC). | All Sc BRS || AT Sc. A 
(5. 6. DRE RNE 


le@i<teey, 


<he ED, 6.6.79 


| gle) f= wet cy 的 某 一 内 点 . 
于 是 ,对 于 cS Di, 由 (5.6.7) 以 及 (5. 6. 4) ,我 们 得 
Aan Veter <f a oaa 


一 *o ] Geo | _ 
<b tie J? prapa BO 
(5. 6. 8) 
4 
win} 
roh) zE Dye 
则 我 们 有 


ll gtzd |] Skaer Err. 


于 是 ,由 算 子 值 解析 函数 的 最 大 模 原 理 , 我 们 得 
jj etz) i Shr) ‘aED (5.6.9) 


考虑 45.6.8) 与 (5. 6.9), 对 于 zxzED, 我 们 得 
M 
log B) | Slog || g@ Il <tog J -retediog 芭 
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FRE Te] SRS 
aB(z,) ji 1 seh) M z 
-3 Il 4 -— Bz, <2 log i (5.6.10) 


因为 Biz) =0 H || f(zo) | =M. PREL, Be ties, 
9B(zn) sd Fis 
a TMG g 
因此 ,将 上 式 代 入 (5. 6.10) 式 即 得 (5.6.6) 式 .1 

特别 好 ,正如 Lehto 和 Virtanen 在 [86] 中 所 考虑 的 ,我 们 有 
THRA 5. 6. 2, 证 明 略 去 . 

引 理 5. 6.2 RFAHAFBRRD, 的 边界 2A 上 的 踊 与 其 对 
aH AS. PA fA LBA Bloch BR. FAW 
EG 6.5) 5h, URNA 

1. 1 — Fi 8 
exp{: 2MsinB ). 
iy Ea LAE. ole? AEE 的 调和 测度 ， 
Eol ADY EA laa EX ORR. E A A h 
镜 状 区 域 : 
Lar) = [zE Aole r 227 ,0<a<z|- (3. 6.12) 


A ME aL (a. 1) NA aA SERA oe. 由 引 理 5.6.2, 我 们 可 以 
ESA 5| 5. 6. 3. 

引 理 5.6.3 ACB) = le"; Seas, 0K Pon}. HA 
LOA, ACB) 为 (5.6.12) 定 义 的 四 镜 状 区 域 - MRS ORAL 
A EFA Bloch 函数 ,并 且 对 于 =E4(p) ,满足 定义 5.6.1 中 的 
条 件 5ii ,以 及 

lL SAELE A M>1, 


5.6.11) 


| F leo) I = E zo € LA, A CDNA CO YE — R 
则 MM 满足 下 面 两 个 不 等 式 : 


alex 二 ED， 


dsinB (5. 6.13) 
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— NF i M8 - 


我 们 所 需要 的 实际 上 是 较 引 理 5. 6. 3 更 精确 的 等 式 , 即 引 理 
5. 6. 4. 


B/E 5.6.4 ACOR LS, ACA) AOS 5. 6.3 所 定义 ;如 
RFA 4 +8) AASB Bloch AA, HA eC ACL). BF 
是 定义 5.6.1 HAGE Gi), WAF EL AM). BITE 


| F> 1 SMI, (5.6.15) 
1 


其 中 M 为 下 列 方程 的 最 小 解 ; 


_ 一 片子 站 es， 

1=Mexp {238 MB}, (5. 6. 18) 
_ —|flln, 

1=Mexp { SES MA). (5.6.17) 


证 明 我们 使 用 Hwang 在 [76] 中 的 证 朋 方法 . 首先 , 令 
min | F fl = ip M> 
Hip L= LB, ACM). 如 果 MM, WHERE. 因此 ,我 们 假设 


M>M,. hE 5.6.1 PRR FEDERER L Ch’. 
ADEL Hp F <L, 


. 1 1 i t ' 了 
min ib FC? | = APE =L' {A' ,A )). 


现在 我 们 考虑 从 4 到 A 内 的 Möbius Eo) = E h t 
Ea > 


glo fCel2) 26 A 
WA BIER E RY Bloch 范 数 
kel s= Fie. 
Blk RERE RTS E L 上 的 最 小 值 在 点 p= cosh 处 
达到 ,名 
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1 
a 


| Fep) Tl =u RP <P AM <M. 
于 是 ,由 M 和 分别 替 代 (5.6.13) 式 中 的 M 及 有 ,我 们 得 


— | Fp Lem ae 
12M exp | 二 上 人 | C3. 6. 18) 
g 


A Ay PR EL r] E R BLA BCS. 6-16) C. 6. 18) 
必得 


1>Mexp {= k=, 


即 得 矛盾 不 等 式 . 由 此 将 盾 必 可 推 知 加 2M ;从 而 引 理 5.6.4 得 
iE. 

定理 5.6.1 E/R Aa LERRA Krio leen) PERE 
TATARAN AHO 网 我 们 有 函数 了 的 Bloch 范 
数 和 Doob 范 数 估 计 : 


| fl as>2G 一 9 {log LES 


一 1 

log pe | + 5.6.19) 
oe p 

I fll o> Ge (log raea (5, 6, 20) 


但 当 : 一 9 时 上 述 佑 计 不 上 成立 . 
证 明 ”我 们 利用 反 证 法 证 明 (5, 6. 19) 式 成 立 . 假设 对 于 任意 
小 的 bp 守 0, 均 有 


if ll eC ead) .d(p)=2 log 


lt+eos(e/2) y 
1—cos(e/2) 


(5. 6. 21) 
根据 定义 5.6.1 PH RAOU RG. 6. 4) 式 ,我 们 有 


lron <) EROICE {x A ode 


6 1-2? 


1 1 才 文 
=| f] s. slog Tg PSr (5. 6. 22) 


特别 地 , 若 2 —cos(p/2), Wh c- 6. 21) RAGS. 6. 22), 我们 得 
1 F<cos(p/2)) | <—1—e. (5. 6. 23) 
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另 一 方面 ,将 有 8=pr2 (ABB 5 6. 4 HAIG. S 150 C5. 6. 160 
得 


l fCcos€e/2)) Í Pa (5. 6. 24) 
#E 
1 — | FW sM Ce/2) 0/2 
ag wee | EEE). (5.6.25) 
我 们 将 和 证明 当 ce > OTH. M,(eo-1+. 为 此 ,我 们 首先 注意 到 
ef2 x 
BI gO SPST C5. 6. 28) 
并 且 m =exp | LEL) me, (5.6. 27) 
事实 上 ,在 (5. 6. 16) 式 中 ,如 果 我 们 令 函 数 站 Ca) 是 5. 6. ORE 
边 , 则 的 最 大 值 在 点 M' = TEER. AT MEM, B 
2sing 5 
MSZ il f i a (5. 6. 28) 


因此 ,将 65. 6. 2B) FEA CS. 6. 16D 4B CS. 6. 27). ag C5. 6. 229 oh dlp) 
AY me 
lima (p) = 0. (5. 6. 29) 
因此 ,由 55. 6. 21) BA RCS. 6. 24) ~ (5. 6. 29948 
M,(p)->1* ,e-0*. 
从 而 ,存在 po 0 使 得 
| F(cos(e/2)) | >1—ée, p< po 

此 不 等 式 与 (5. 6. 231 式 了 矛盾. BCS. 6. 19) ART - 

下 面 我 们 证 明 se>0 的 条 件 不 能 省 赂 掉 ， 事实 上 , 我 们 可 以 证 
Be A OT bs BK 


1 a+ 
fale) = 5,108 pant), (5. 6. 30) 


满足 KrCp) (ze A (0/2) HERE | fal a=. BRA =9- 因 
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EERTE. Ah oe 为 由 下 面 等 式 确定 的 数 ; 
| Flexp{ | =]. (3.6. 31) 


于 是 ,由 广 的 对 称 竹 , 则 对 于 EAD, fa ERE ARE GD. 然而 ， 
由 (5. 6. 30) 及 (5. 6.31) 我 们 可 唯一 确定 数 


n=n¢e)=(( Hog 1+ cos (9/2) |? zy 


1—cos(p/2)i " 4 
有 从而, ll F ll p= =d(p)+o(p), 其 中 当 p> 0' Bt 0 Co) 07. AK 


(5. 6. 192 为 最 佳 佑 计 - 
最 后 ， 我 们 只 人 须 利 用 (5.6.17) 以 及 考 虚 函数 gG) = 


1, 

2 8 = 

AEs I 
利用 定理 5. 6. 1 ,我 们 可 以 得 到 定理 4 及 定理 B ae. 


定理 $5.6.2 不 存在 具有 rtP) 性 质 的 可 逆 算 子 值 函 数 满足 
条 件 : 


| <i, lz}<1, (5. 6. 32) 
1 1+ 
Hp n>N P=- log To LPL 
或 者 
alep If @4<2, lel<a, (5. 6. 33) 
Hp n> N, Cp) log [cos tsp OP 


定理 5.6.3 设 荆 为 Hilbert 空间 二 上 的 真 压 缩 算 子 ， 则 不 
FEAH KORRETAN TERRAE: 


a= APIID USAT < 6.86.38 


1+cose 
1— cosp" 


Hp n>N C= Glog OLLE 


RA 
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| <i, ITH, (5.6.35) 


Tr 


Hep aN) Slog Ip OPS 2 

定理 5.6.2 是 定理 5.6.1 的 直接 推论 . 因此 ,我 们 只 须 证 明 
定理 5. 6. 3. 

IA ”我 们 仅 证 第 一 种 情形 ， 第 二 种 情形 类 似 可 证 ， 

和 根据 定理 5.6. 2, 存 在 点 nE A. Et 

C1— Jeol?) Wf! God fl >l, Shep a> Np). 
$T=21 WRIA 
FDS leas 


从 而 
Nf CD) = NF Ged l AP T=, 


因此 ， 
GWT IDL I> R n>N. 


定理 证 毕 . l 


$5.7 


算 子 值 解析 函数 的 角 导 数 


下 面 是 复 分 析 中 一 个 熟悉 的 定理 ， 
设 瑟 是 右 半 和 揽 平 面 , 了 /是 世上 的 解析 函数 .并且 SUD. 


如 果 
.oc Ref(z) z 
a=inf “Ree (5.7.19) 


则 对 任意 的 有 >0, 我 们 有 
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= lim Ref(@) _ lim /' (2)=a, 6.72) 


F, 5, z€ b, 
7 
其 中 Daa | fz€C;|Ime|<4Rez,2>>0}. 
根据 lim f (=) 通 常 称 为 了 在 ee 的 角 导数 .对 于 上 述 定 


理 的 细节 ,读者 本 以 参考 [34] 和 [120]. 这 一 节 , 我 们 将 给 出 上 述 
经 典 定 理 在 算 子 值 解析 函数 中 的 推广 情形 . 

ACA, A) ARTE A ART BATA EASE hn 的 算 
TAERA. ZM, A RARE A ARATE EA 
都 有 Gtz) Eln 的 算 子 值 陋 数 类 . 类似 亦 可 定义 H O, A 
HU) BP An BO, 为 83.4 中 所 定义 的 算 子 类 ， 符 号 
CA B) PCA, 有) 分 别 为 (3.4.117 及 (3. 4. OSCE RAB TE 
的 引 理 5.8.1 实际 土 是 算 子 的 Piek-Julia 定理 的 推广 , 即 算 子 值 
解析 函数 的 Pick-Julia 定理 . E. 

引 理 5.7.1 (MRFEHCA, An Hz wed, 则 


(F(z) Fiw D OCF (2), Fw) | zp I. (5.7.3) 
(b) NE GE ACA, OH zwe AS 
— 12 
GEG) PG (2) Cw) < | 2". 
| wz 


(5.7.4) 
(OME HEH UIA, A zw, By 


OH (2). Hw) ) BH (2), Honaz] I. (5.7.5) 
(OMR KEH, Hy) A zswE H, W 


FKE . Kw) WK (2) KX ze] 
证 月”(a) 的 证 明 可 见 L23j]. 
(b) SF ca. Fo = eG). Hep og HG. 4 DAA 


出 .因为 Gtz) ENa HPEH. A) PAR RITA G) E An 


I (5.7.6) 
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(H § 3.440). Buk PE HCA. An). 由 引 理 3.4.3, 对 于 任意 的 2， 
we A, RNA 
OUR Cz) Fw) BF (z) Fiw) 
=U Cw) WG) GH) WG) GDU Ge) 
5.7.7) 
其 中 
U (we) = CReG(w) 72 (6 wo) H 
> (Gwe) * HI CReG Gwe) 1 (G6 Ge) + ITI} 
BRAT. 由 于 FEH Ar) WHEA wE Aa AG. 7. 3) 
Awa. 因此 ,由 (5.7.3),(5.7.7)? 及 Utmw) 为 酉 算 子 可 得 
(5.7.4). 
(cy F-H | p he hG.4 DAB. MFEH(A, 
An). AA ASF > p, BRU 
OCH (2) HG) = OE G2) Ew), 
从 而 ,由 (8.7.3) 式 ,对 于 任意 的 cee A 


PCH (2) H (w) PH), Her SiC | 
Cane Ce) 
由 于 


p 一 名 Ce) _ 
1—¢lwid¢le) 
所 以 (5.7. 5) 式 成 立 . 
(dy GSK > ¢ WM) GEHA, Hy). BA K= Ge gs BA, 
由 (5.7.4) 式 ,我 们 得 
W (Kiz) Kw)” FEK G) K Cw)) 
piz} —¢lw) 
gw) pz) 
故 引 理 5.7.1 证 毕 . 
引 理 5.7.2 设 F 是 了 上 的 算 子 值 解析 消 数 ,并 和 且 对 于 每 个 
2G ReF(2)>0. 如 果 对 于 某 个 €E FENSI M] 


zo Tet 


z+ w ° 


alze]? 


zpw. 
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I Fc) |) 二 ec H, (5.7.8) 
证 明 WE YEH: 
ECE D D = CF) LEDA. 
FE, BNE 5. 7- 10d) ,对 于 = 各 五,(5.7.6) 式 变 为 
(Fe) +O CY TFG) — II CF etn 


z—z, |? 


= = 
Di zT% 


{5.7.93 


hate)= |= $F rE a)l 利用 (5. 7. 9) 式 ,对 于 
zE RHA 
CFD DEFOL KGE (C2) HOE H, 


OR a 


» _ltalz) vy Ltatz) dalz) 
(F(x) -iT (PC) ae Ga 
或 者 
L+atz), 2a(z)2 
[Peo PG i 
AiE 
， . 1+atz)y 1+ekz) 
| F | <|; (a! 十 Toate) 
gatz)t  1talz) 
=] elz} 1] 一 afz) 
Ens 
4(Rez)(Rez,) 
delt lz D? 
= Reg) (Rez,) '*EH. 
故 不 等 式 (5.7. 8) 成 立 ， | 


利用 上 面 的 引 理 5.8. 2 ,我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 5.7. 1°. 
定理 5.7.1 设 已 是 开 上 的 算 子 值 解析 梢 数 , 并 且 对 于 zE 
了 ,ReF (z)>0. 假设 存在 五 上 的 Hermite 算 子 4 满足 
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Refs al, (5.7.10) 
ez 


并 且 对 任意 的 o> 0, FE r E M p 
| ReF (29) 
Rez, 


al <e €5. 7.113 


UNTER A>. RNA 
Ea] im 
EM 


Ref fz) | 
Rez 


lim 


x-a 


t ‘| 


= lim f F’¢2)—A || =0. 
ED, 

HEAR ”利用 引 理 5.7,2, 定 理 5.7.1 的 证 明 是 经 典 的 Landau- 
Valiron (EW MBF ER. SRB eH 0. 由 假设 ,我 们 
BY LAB eE 使 得 

| ReF (zg) | 
Rez . 
EM EA SHE aK E MG: 
E= Fz) Ar, 3.7.12) 


Al<e 


Gia) = (ReE lr) JT CE (2) i EC IREE Cay) 77. 
(5.7.13) 
由 C5.7. 10) 式 ,对 于 rE REOS. 又 由 
ReG(z) = (ReE(2,))7? ReK (2) I Re 
(5.7.14) 
对 于 zE, 我 们 也 有 ReGle) >0. 显然 ,CCzo) 一 工 应 用 引 理 
5.7.2 FRR GC. RAVE 


有 Giz) ii < Hel+ eol) 


(Rez) (Rezo) 
EB (5. 7.12) 65 7, 137 利 (5. 7.15) ,对 于 ee RAIA 
2-a- TE) | 


izl 


EL (5.7.15) 
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= GI | CReE Go) 4G (2) [ReE l) 12 HilmE (z,) | 


<p I Ree Cee) TF G I 4 mE Ge) | 


| = 
<d [ReE(lzo) Bl: el+ leal? ) | ImE Cz) IL 
Rez, [2|CRez,) z| 
因为 
| [ReECz)12 | NCReECzo)]l _ |ReF Ceo) 
Rez, Rez, Rez, -4|<e 
FA, StF ae GE OT, 
F(z) (lelt held? | InECzo) IL 
|FS2—a| <e- jz) CRez) + |z| 
而 对 于 ED RATA 
EA hE -| ze |j leel 
- |z] (Rez) Rez 
<{1+|£1}| Toe +t l), 
因此 ,对 于 ze 2 下 面 不 等 式 
E2- 


Ze | ( vires gel p Linke tL 
z 
成 立 ;并 且 不 等 式 的 右边 当 z€ D AFON AF eVI FE. H 
Fle 为 任意 小 的 正 数 , 我 们 可 得 

lim |2- alo. (5.7.16) 
ES, 


其 次 ,由 (5.7.32) 式 ,我 们 有 
[Ree 4|= [RES |< | Ec ll 


roal eC il. 


det 
“Rez 


从 而 ,对 于 ze > 


z 
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ReF(z)_ , | F(z) - 
FO) ajeeji- al, 8.7.10 
由 (5.7.16) 以 及 (5.7.17) 式 , 必 有 
- ReF (z) 
ia EES-a] 
ze D 


最 后 , 任 取 &>0, 选 取 A>>0 EMERE E D E 
C= (we; lw r] SACD EN, 
于 是 ,利用 Cauchy 积分 公式 5 


Ori / cyte (wr)? 


我 们 导出 
| 
IE os Sre Ray ney, | EG) | 
w F (w) | 
一 一 一 | 。 =a 
ka wee, z | i 
lth max [EM alive D 
A | TO 


因此 ,由 (5.7. 16) 式 ， 
lim || F'(A || = lim || £ Cz) || =0. 
“Sy Sy 

eH | 
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ee WARE BAF WA 


前 面 我 们 所 讨论 的 均 为 一 个 变量 的 算 子 函数 的 各 种 性 质 . SE 
际 上 关于 一 个 变量 的 算 子 酒 数 的 茶 些 概 念 及 其 性 质 可 以 推广 到 多 
个 变量 下 交换 压缩 算 子 函数 的 情形 . 在 这 一 章 里 ,我 们 将 首先 给 
出 多 变量 可 交换 的 解析 算 子 函数 的 概念 及 其 基本 性 质 , 由 下 导 出 
两 个 恋 量 的 可 迹 搞 压缩 算 子 的 von Neumann W, Schwarz 引 理 
以 及 移 恋 量 分 次 压缩 算 子 函数 的 von Neumann 定理 等 。 


§6.1 


定义 与 性 质 


在 整个 这 一 章 里 ,我 们 以 R 表示 实数 域 ,C 表示 复数 域 、 对 于 
给 定 的 自然 数 =, 我们 称 重 有 序 复数 集合 为 维 复 数 空间 ,并 记 
为 ， 

C= {z= Ce, ta. te) er EC Lvs}. 
XIF EC 的 绝对 值 定义 为 ， 
je|—=max{|2,|;la jn}, 

其 中 |z;| 为 z 的 第 了 个 分 量 的 在 通常 复数 意义 下 的 绝对 值 . EC 
中 的 一 个 开 多 贺 柱 是 C" 的 一 个 子 集 : 
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Alter = Ate a teers ta) 
=E C; Ja wl Arp n, 
其 中 点 w= Gee ww E C RATE AAS Bob r= Ga er) 
ERG DARISI SDR AN SARE. ACen AHARD 
Aw 为 中 心 ,r AERA AH HAEA: 

ACwar) = [zE C; jew Erp lnh 
特别 地 , 如果 也 二 0 Br=C1.1.-.1), BAE ASANO D AS 
AOD ,其 中 0= 0, 00,1 二 (10 ,17. ARAB. WR DCC 是 
复 平 面 上 的 任意 子 域 (连通 开 子 集 ) WIRE D= D Ko KDC 
PIR. 4D; 都 为 开 圆 总 时 ;了 = 二 DX… XD, RASA .- 
TEAS AR DCC 上 的 一 个 复 值 函 数 广 表示 从 品 到 C Hy — TR 
St; 函数 f fe ee Ce DED 的 值 像 遂 常 一 样 座 海 f(z) 一 
flr.) SEE ARB MH BR. aN Cauchy 积分 定 
理 ,级 数 展开 ,Cauchy 估计 以 及 最 大 模 原 理 等 等 ,在 这 一 章 里 将 会 
多 次 引 朋 ,详细 讨论 读者 可 参考 [63] 或 [64]. 

1% H SL Hilbert Spg. (DE H 上 两 两 可 交换 的 中 重 有 
界线 性 算 子 构成 的 复 Benach 空间 . PBR. B,C) = BCD 并 
AMF T= T Ton TA EBRED EXT ERA 

EZTI =max{ | 7; ;lin}， 
EA || 7, TS BCH) 在 通常 意义 下 的 范 数 . 

定义 和 1 TI 定义 在 多 圆 域 DCC" 上 的 复 值 函数 SKA 
ED ARENT RUPE we DMEF BRU wEUC 
DBM CU, BM SS RARATAN: . 


f(z)— pa Ay -v, Czy ey eG. 1 1) 


kA. 所 有 在 了 内 解析 的 函数 之 全 体 记 为 HJE H DN 
使 得 了 ECD) 且 {f(z) | 之 1(zED) 的 函数 全 体 … 

EYEL? BE HCA0sr)).TEB CARA CMI 
ACOsr) BP oT Cle, lo arn ISS BREF 
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CD 一 (2zp | GTO Ea 


2 Guat def GET). 

+ fee Side, (5.1.2) 
其 中 1€ SMHS RF LT Bn ERPS MABE 
AR DPA DUI Cac0wr), 积分 按 算 子 范 数 拓扑 意义 存在 ， 

根据 上 而 的 定义 ,我 们 有 下 面 几 个 性 质 . 

HR 611 sE HCAG;R))CN=1,2,0°, ERE 
TEAOR). fyl) fle) (N>+00). TE BHH nZ 
AO;R). 0 

fac T ET) [+0 (N>. 

证 明 由 假设 ,对 于 xEACO;R) fp (2 > fz) (N+ +00), 

即 对 于 任 给 s0, 存在 正 整 数 N' 使 得 当 和 NN 二 N' 时 ,我 们 有 
|fn€2)—fl2)|<e Ce€ AOO;R)). 
因此 ,上 由 (6. 1. DR PRAT 

1 .FT 一 FT 


< | Canty") ERT IZT LF vb) — FO Mae I 
&, (2a) ™ r l BT ET l e EOS lE 
<max{ |} CIT e EEATT gE 
Hg N>+oomt. | fern T) fl +o. 
IR 6.1.2 BSE AO RAR Hp R=CR,. RIE 
RRSO 1S jn HERRERAN 
f(z) = D ayena eE ACO; R). (6.1.3) 
MB T= 0t T EBC), He | T, || Rs Sna) Ml 


POD = 2 a Pee Pe (6.1.4) 
Byer aw 0 
证 阴 对 于 T= (T: am of.) € BCH) ,其 中 | T; Il <R,OSj 
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<n), Rr=Cry JER". (8 UT, Wl <r CR jan). 令 
M=max{|fC2)|;2=Cz,.¢752z,J€C', lz; | =rj.lS jean}. 
由 [83] 和 定理 4.2, 我 们 知 
lar [EM e re (6.1.5) 


Heep |r| max (rs oor oral l= Davy 从 而 


< 之 Ms 1H". 


Dy one 


在 算 子 范 数 拓扑 意义 下 收复 . 设 gE BCH)' 为 任 一 范 数 为 1 的 线 
PERE. A P= (8,618,782 0 Spin). B48 HT; Ear 
ClSjsin), TY 


N 
rD ED DEN A Cot ov SO ee a) 


rt =o 
N og 
` -p1 
=r 2 D Í aa ep AT eT gfe). 
are Oe es Ty a 
+ Fe a de 
N 
= D ann QTY ， 
ee | " 


其 中 Py eGon CEC: EL Sin 因此 
lol fay — D an Trenta) | 
ep 


-Go SY apeu GIT ET] 


yn =NH 


* cd 
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a 2r zZ 

semap e D janat e LBT 
& ff N+] = 
de do 


Bat 一 
yee 


(Gye E— Ty} e BT By dd 


<canyn[" |” ; D lana -ilgil 


pi y > lt ta 
© || eTO nL Ta 
o Ot og tdi dO, 
于 是 ,由 (6. 1. DRAR I ell =1 得 
N 
[AET > ay. T | 
<M + max{ | 2-77 EIT = IS in} 
. 5 [r] e jg 
De = +1 


Fal 


= | H 
1 一 二 1 1 ! 
因此 ,我 们 得 (5. 1. 4) 式 - TE - | 

性 质 6.1.3 设 fgEHCAO;R)), 其 中 R= Rove RIE 
RROAKO, HAT HP oe TOE BCD BIS 
ACO;R) B oP PS {2 |2z;|<rj} Syn). 则 

@M FTOT = gT); 

G) (+g) D= Tg T); 

GD ”如果 对 于 =EA(0;R3 Se) HE C HF, 
Bp 


f(T)= eai, ETO He GASTA dE, 


sM" ale, 


其 中 P= (CEC HC | =r rr A OO) 
包含 在 P. 中 的 开 包 圆柱 内 以 及 400i GARD. 
证 明 SG BRAY. BREE. 不 失 一 般 性 ,我 们 仅 对 一 2 
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证 明 . BR r= Crer) d=.) CR 使 得 so(1 包含 在 人 中 的 
AO) Pa Ts 中 的 AO OB A; UP. AO HO UMNS 
AOR HOLE, Hy 4H ACs) Al AOAI 2 维 环 面 . 则 
我 们 有 

ACI) 

= Canty" iI TO ET UFO 


. (TT de 
=r f E-TOC TO el Ty) 
e 
= tgd -TOA gtleddtde 
=D | GT TY) ddr 


Iklan 
I l=, 
. f ATO ed -TOTS (g(r) ddz, 
TARS 
Ieg lerta 
一 (2xi)- f GIT eT ITD} 


lor 
Irisi 


:uf Ti ) didz 
. i) GAITO H A-T) El Te} 


ši =r 
izp |=; 


+ zd -Tp (zo ED TA Oe Cz) ded 
=D || ET et didz: 


etry 
le l=4 
| Qty Met SOR @ hades 


Isler 
ie, | =a, 
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一 f (OF -T la) dtd, 


titer, 
zy id) 
r 
. I Ceat aa — Ty) Ff Og didz 
Sal =r 
Tal 5a 
liii 
一 GTO Heap) abide, 
ios 
e S Te ) FO ge @ddbade, 
tal=rs 
ifo =, 
+ [| (al TD (wt) bide, 
tyler, 
z = oy 
+ [l Gl -T) Mal ~ te) f Og dtd) 
Wal =ry 
leyi=8, 
= Cn) | (EI) I RT OF) 
Inter, 
lz | =a, 
of ff eto ref eede ak 
a 
一 i Cz — T) eC) 
lelt 
lz,1=8; 
[ | erp tebe DAE |de 
T= 
Myl=*, 
— Í (I-T) gle) 
le, = 


te,1=8, 
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| i eT ep) eb Ode faz 


Wy l=r, 
A 


十 (2f—-T 1) 1 G@,I—-T 1) i gt) 


[ li] Ca tD eai O dt dz). 
Rts, 
Wyla ry 


上 式 中 的 积分 顺序 的 交换 由 各 被 积 函 数 在 算 子 范 数 拓扑 意义 王 均 
EEr, x: 上 ) 所 保证 . 由 [71] 中 的 定理 3.11.1 和 3.11.3 
知 , 在 上 面 等 式 中 最 后 天 达 式 的 方 括号 里 的 草 积 分 值 分 别 为 : 


GT Geet Oat = 0, 


ilar 

| (6.1 —T 2) 71a 0) May fa) A Od E=, 
ice . 

全 eto, te a=0, 

= 


l=, 


lli Ceat lt) g Ce dz = (rid g E). 
= 1 一身 
ine 


因此 ;我 们 得 
EDT) = (ai if (CI TOE -T FORO 


Wir, 
leg) = rg 


=f g)(T). 
RGDA. BR. Gi) 2 Gi) AO EIEIO. 从 而 性 质 6.1. 3 得 证 . 1 
性 质 6.1.4 8 D.D AC AKHRAM. REND) g: 
D—D 是 解析 的 ;并且 满嘴 条件: 对 于 D' 的 任 一 紧 子 集 RK ORE 
DW ERE K RATAT TC BCA Y MSEK NEA ole 
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(TOCK. WRF A= fg GeED HREM BSR 
Brh=f -g RTA 
Cfo DKT =F ET), 

Hh TEBEH. 

EA 不 失 一 般 性 ,不 妨 取 一 开 多 圆柱 OCD PH a 
YAR =O7UMNCD HPO BO hn BPR. 由 假设 条 件 , 存 
在 KURT SK 使 得 对 于 所 有 了 后 吾 (五 ) 且 ac 和 天 ' 列 有 
aCe(TIICK. 则 我 们 取 一 和 开 多 图 柱 OCD HB o (gC K Al 
会 在 内 且 OUPSD, RPT RO hn CRA. 于 是 ,我 们 有 
Fig TY) = Crd) | fa T (0 oP) dE, 

C6. 1.6) 
其 中 gz)= {gCz) gNXz)).c€D'. 设 
(f— ge) ge) e agale 

由 性 质 6.1.35, F EEr, RING 

(kI—g(T))7 

= (Ef — 9) (T)) Oe Ie, TY! 

=D | Ce PAT) Ged Te) 1 Sg (2) de. 


(6. 1.7) 
因此 ,由 (6. 1. 8) 与 (6.1. 7) 式 得 
Keely) 
=o] | (eT) esl Ta 
GgD f Odedt 
=e h] {| eeen iat) 
czd — T) le E — O) dz 
= Cami] fle) et —Ty) eT) de 
=Cfe gi(P). 
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ERAS OF TAREA Gg DE PX PES Br RE 
的 . 故 性 质 6.1.4 得 证 ， l 


§ 6.2 


两 个 交换 压缩 算 子 函数 的 von Neumann 定理 


E531 中 我 们 给 出 了 著名 的 von Neumann 定理 的 算 子 化 ， 
即 定理 3. 1.2, 以 及 算 子 的 Schwarz 引 理 . 对 于 两 个 交换 算 子 的 
二 元 解析 函数 同样 有 类 似 的 结果 中 
定理 6.2.1 BSH 40;1)=40=-(1,D ER) 上 解析 ,并 
AMT BAC, zp EA, \f@, 12) ise. 出 对 于 T=(T T3) Es, 
CAVA WT | <1. RNA 
l FEE To | <1. (6. 2.1) 
证 明 因为 SC ACA) LL f BERR 
ua _ 
Fe) 一 之 a, tree [人 
于 是 ,出 性 质 6. 1.2, 我 们 有 =v, l 
FDS D an p PATT =T T) E BED » 
HAITIS. $ 
Sala) = Do aay UE ， 


Ap N=(N.,N)ENXN. W 
N 
SsT)= 2 ao, TOTTI SL 
y5 


因此 ， 由 Ando AS RA ; 
| SwCP) || & sup [SwCz +22) | 
Itr 


legl £l 
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A N+ 0c, Bl N,~+00(j=1,2), 81749 
IET Ted Hl < sup | fla 22) 11. 


Izy [51 


故 (6.2. 1) 式 成 立 ， | 

定理 6.2.2 A E ASAU DARAT. MF OR r <1. > 

M(r)=max} f(z) l e= lzor EA 
则 
adfr) 一 max | FCT) || .0r<c1. 《6. 2.2) 

Ap ERP amas" AXA LARA R SORTS 
B,CA) BIT || <r. 

ERRORS S REAO Br. 考虑 一 国定 的 > 使 得 0<r 
之 ] ;我 们 有 MODO RPM 2 如 下 : 

g(z)= fire) Mir). 
显然 ,函数 g 在 {z;1z| 志 士 ] 内 解析 .由 多 复 变 函 数 的 最 大 模 原 
更", 有 
lg(2IX1.2EA. 
于 是 ,由 定理 6. 1, 1, 对 于 每 个 压缩 算 子 工 E 已 :五 ,我们 有 
l gio | <1. 
从 而 
FET EM IT I <i. 
上 上 面 不 等 式 等 价 于 
| f(D i <M), | Th <r. 
进一步 可 得 ,如 果 1zo|=r Alf Ce) | = MO) W | ol Il =r 且 
LED | =i FO HFG II=MG). 

UCT. 2. DREL. I 

定理 6. 2. 2 PART AEE TH — OT BRR KR 
原理 . 

定理 6.2.3 Whee hCHA) ,并 且 对 于 所 有 >zE4,7(s) 一 


L§#.2] Wy} ae a RF OR aay von Neumann 定理 227 


ga UB AC |<. WF T= (11,72) € BCA) Bo (T) 
三 4,. 我 们 有 
EPY gD RICD fC), (6. 2. 3) 
Wei leis) qt. (6. 2. 4) 
证 明 MU ko =7 Hi gl =—1, WBC. 2. 39506. 2.408 
的 等 式 成 立 , 即 定理 得 证 . 现 假 设 4 不 是 钨 对 值 为 1 的 复 常 数 . 
于 是, 由 性 质 6.1. 3， 
FTO =h gT). 
Am XF EH RNA 
ETY fT a.) = G Tas J T) 
= || FTTx ||?= | Aga |? 
{RO be ge x P= Lar) i eT ag (Px) 
= PACT) | *CgC2)' g Tea). 


因此 ， 
MREP || g T PSTN FDL). 
于 是 
gD gD AT FCT BSA IRC) | Dee). 


(6, 2.5) 
利用 假设 条 件 ; 对 于 xEA, [AC |S WR 6. 2.1, RATIA 
ACP) || <1, 7 I) <1. 


从 而 - 

C1— || RETO I Ogir eT). (6. 2. 6) 
因此 , 由 (6. 2.6) 与 (6.2.5) 式 知 (6.2.3) 式 成 立 . 显然 ,不 等 式 
(6.2. 4) 是 (6. 2. 3) 式 的 直接 结果 . 故 定 理 6. 2.3 得 证 ， l 


定理 6.2.4 设 f 在 4 的 分 域内 和 解析, 并且 了 在 z 二 <0,0) 处 
的 零点 阶 数 为 下 以 及 对 于 zEA,17Cz) I<1. PERS T 
= (T TD) E BA), BATA 
| FW Te 
证 明 是 数 f ERFA" 
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Fiz) = pld + per Ce) t z= lara) EA, 
其 中 AOGUO AARE. 由 性 质 6. 1.3, 对 于 压缩 算 子 工 
E BCA}, 
FTI =p T+ pa CP +e. 
ENAH e.: 
gOS fa Fl OTEC, lel <i. 
FU RAR g A Taylor 展开 式 
gt)=p Cd TW Ota OT | Wet. 

并 且 , 由 定理 6.2.1, 对 于 1t| 三 1: 我 们 有 

ls@wh=| eI Th = hre lat st 
因此 ,由 定理 6. 2. 2, 我 们 得 

ete? fh 2.1411. 
R= || T Il. WATS 
Jurd ror |= ec la 
由 此 可 得 
If Ftd’ i 

注 ; 这 一 节 我 们 给 出 了 两 个 交换 压缩 算 子 的 von Neuman 定 
理 . 自然 ,人 们 要 闻 是 否 对 任意 有 限 多 个 交换 压缩 算 子 都 有 von 
Neumann 定理 ? 回 管 是 香 定 的 ,在 一 般 情 形 下 结论 不 成 立 ( 见 
§ 6.4 的 反例 )， 那 么 ,对 于 多 个 交换 压缩 算 子 在 什么 条 件 下 有 
von Neumann 定理 的 问题 ,我 们 将 在 3 6.4 中 回 管 . 


§ 6.3 


多 元 算 子 多 项 式 的 保 正 性 


设 4 Hilbert 空间 五 上 的 一 个 Hermite 有 界线 性 算 子 ;其 
BOF RASH Mom. MS Po) Stim MERE RRS 


[$6.3] 多 元 算 于 多 项 式 的 保 正 性 229 


式 , 则 POSO 我 们 利用 数学 归纳 法 可 将 此 结果 推广 到 多 变量 
算 了 于 多 项 式 的 情形 ,并 由 此 可 推 得 关于 正规 算 子 不 等 式 的 转化 定 
理 . 

设 A, A, A 上 两 两 可 变换 的 Hermite 有 界线 性 算 子 . 
考虑 实 系数 多 项 式 


È 
Pte tat = Sadit, 一 (5 5 
则 下 多 项 式 对 应 于 一 个 算 子 多 项 式 
fal 
PCA A, = Daa Ay Ade, 
FFA PCA. ADB LAY Hermite 有 界线 性 算 子 ， 
如 果 Al. A, 的 上 ,下 确 界 分 别 为 Nm Mm Bl 
M;= SUP MAr) m= pink CA, x) » sien). 
并 且 在 区 域 mt M12 2) 上 有 Plies sf, 220, MA 
我 们 自然 要 问 是 否 已 C4 AQWERT. 回答 是 肯定 的 . AT 
证 明 这 一 事实 ,我 们 先 叙 述 两 个 引 理 . 
31 6.3.19 设 4,8 A Hilbert 空间 右上 两 个 可 交换 的 
Hermite 有 界线 性 算 子 ,并 且 A20 B20. fl] ARSO. 
引 理 6.3.2 车 在 [nm MIE 
Ed 


P= D ap>0， 
FATER BRA r RITA 


Yk Af, FF 
rlo> p+ + max j1 + BESTEST [16M] 3 


lara l” 
WEE 人 使 得 


(6. 3. 1) 


PQ@)= Ye. Gm (M 


其 中 M= tMi pal, 而 {y,} 是 方程 (2) 一 0 的 一 切 满足 下 列 条 
性 的 根 : 
Rer € [at At} A Im; 0. 
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证 明 由 于 当 ;E Emma 时 有 己 ( 门 全 0， RAR P= 在 
Lm az 上 无 实 根 ， 设 忆 (z) 一 0 KARA: 
CQ) laha 为 实数 日 之; 
(2) {BB>M,B ASEH; 
(3) P Rey E Lm M] imr 0; 
《4》 da} Rez, & [m M], Im¥,0. 
由 代数 基本 定理 知 ,存在 正 数 c EI rE [m ,Mj 有 


P=] e—a) [L cp, Ll e#—2Rex e+ |x, |?) 
J i g 


. TI ee —2Rene+|119. 


(6) 8; ete m) +È (M t), 


(e) #—2Rex t+ |x, |= Ua Rer)? + Ume). 
当 m>>Rex, NA: 
2—2Rex,t+ |z l = a mtm Rer, Y + Omz)” 
m— Rer m—Rez,)?+Cmz, 
= {14% ST ot “he 
2Gn—Rez,) ecm Rer + (Imz,)? J)e 
M—m (M—m)? 


2 


—m) 


+Í m)(M—1) 


sn Reg yt mz, ne, 
| CM my (Mi; 
同 理 当 M<Rer, 时 有 : 
?—2Rex t+ [z = MAM Rer + (mr) 
2(Rez,—M) Res My + Ome) z 
={1+ m 一 人 十 Ma (M—2) 
Rez,— (Rex, — M + Amaz," 
+2[ oe + (M—my? 
_ (Rez,—M)?+ Uma,’ 
(M—m) 


|Ma m) 


G@—m}; 
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(d) te? — Re [r |" =G—m)?+28,G—m)+A,. 
其 中 By, =m Rer <0, Amm 2m (Re¥,) + |¥,]?. 
易 知 BA. 利用 二 项 式 定 理 : 
(M—-m)"-i= D CHG mY (M1) i012 ， 
可 知 
G- mP HBR GS md +A, 
= A, O CUm CM)" (M~ my" 
+2B,G—m) 2 Cl mM (Mam 


Hamd Cm CM" Mi 
=2 


— (a—2)! 1 
peo FL (aj)! (M—m)" 
© {Mm j GD +H M m jins DB tala DA 


G—mY LM — ty? 


出 
(M—m)2j(7—-1) +2(M—m) jla) Bitni DA 
= (Mm jH (M-m) n — 1) B, — (M—m)*]jtnGa— DAs 
判别 式 : 
A=[2(M—m) (a— DB, — (M— mm)? P— inln (M—m PAL 
<(M—m)*( 4B — Ayn? + Mm t AN Adn). 
由 于 


A, |Re¥,—m| + |Im%,]<21%,. rl i 


Br HEM) 181%) +6Mo rag 
Ha> A BA 一 dimy, 时 有 4<0 此 时 ,对 


于 j=0,1,2,…,n 部 有 
(M—m)? jG i +2(M—m) in DB tnin 1 A 0. 


WO. 3. DEARER REET Ye ST RR on 使 得 
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[8]. + 6m] 


Heo = 4 Im’, j 3 


且 
Dat { IL (i— ea) i! e= Ii CG? — 2Rez dt |z,|? } 


的 次 数 二 7. 从 而 对 每 个 yor — Rey t+ (7.1? TEA n MIF 
1 一 mM 一 1 的 齐 次 多 项 式 , 并 且 系 数 为 正 数 ;由 a), C, Cc),(d) 
FEER co 0.50, Lat ers (FE 


Pu= Dom Mn 
故 引 理 6. 3. 2 得 证 . I 
TA 6 3.100 设 实 系数 多 项 式 


P 
PCa sta) DU ages p tO 
sį=1 


yrRİCL Lom, M] AS ,其 中 Momi 分 别 是 H 上 的 Hermite 有 


界线 性 算 子 A 的 上 ,下 确 界 . FAAS AA i j=l 2n W 
HA PLA AO. | 
HE AA Ci) 首先 设 PCa "fa > 0; (4.5 th) E 


U Em, M]. 

X n=] 时 ,由 定理 2.4. 1 知 结论 成 立 - 假设 若 对 ”一 1 元 多 
项 式 定 理 6.3.1 成 立 , 我 们 证 明 对 n 元 多 项 式 Pets etd E 
I Conse M] PCs te ota ot) te AB Ie OR EE Be RL 
为 p). 由 引 理 6. 3.2.4 


[81% tee" ot, — Dits MI? +1} 
r>p |max NICER tI 


时 ,存在 ef 有 ELET rD Da, 使 得 


= 
Pg) = Dye, lts sta 1) ye MB 
=Q 


LE 
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其 中 Fa Cts st 1) 为 一 切 满 足 Rež, (ty. st 1) EE 有 


Tm tt st) 0 的 PCy, rt fay sz) =0 的 根 = |M, | 
+ Sonn, |. 


a—i 
我 们 断言 必 存 在 «>>0 ERAD E Cm, Mi]， 
均 有 
LIMY, st | a> 0, 
FOP Gye tC OR Pls 20 WA. E 
则 ,有 (2 地 人 使 
Im 人 ee a2 0, i009), 
并 且 
ma Re GP 50 P SSM, 
FR AEE AP oo E A oe ODL, Pe BO 
可 考虑 其 子 列 )》， 则 Ime=O.n,<ReP<M,. HEPA y+ ©) 2? 
一 0 以 8 为 根 , 生 BE mo MFA. 
FOR. AG m SRE (t,t, DSM, A 
(Rer, Ct. sataa) [<M 
以 及 
[81s (es ote tpt + 6M | 
Al lm, (to PED | 
所 以 


[14 Mo+8 ACTO teat 


s 
™ ALENY st.) 1? 


1 


4|ImY ,Cs FTE {poaa 


== sup ' max {1+ 
meat a p 
f=1.2e yal 


当 rN 时 ,存在 ctis ete 0, Gs = 001 er fE 


PCy p Fn st, = ey snd (2,7, Mt 
=o 
其 中 mat M, st 1.240% 47.- i, 4M, 时 有 
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本 (站 ago 元 | 一 = de 《 入 y | . 


passte 


r 
= > ckt 17t slaw Jui. 


Hr>p MAA u REIR. BARBRA toc hg 
xh. ett S=OsL ,yar 有 cya tn_-1) 也 为 tis ota) HS Sk 
. 由 归纳 很 设 ca te) 0. 再 利用 引 理 6. 3. 1 知 

PCA) Aarts AW 


MiutM)! ite 
| 


= Do Aga) CA — m LY MAE — A, 0. 
Gi) 4} PGs .t,) 20 ll Cm; M; 1, Bt > 0. Ml) PCr, 


t) HE0 +l [ms Mi]. Ci 
PCA es An) + f20. 

再 令 e0 得 PCA1… A, 220. ROEM 6. 3. 1 WHE. I 

有 了 定理 6.3.1, 类 做 于 一 元 多 项 式 的 结果 ,例如 ,定理 
2.4.2,2.4.3,2.44 以 及 245 等 ,都 有 相应 的 推广 . RR 
述 相 应 于 定理 2. 4. 5 的 结果 - 

定理 6 3.200 ACG —1,2,--.0) H Hilbert BR) H EH 
Hermite 有 界线 性 算 子 , 旦 两 两 可 换 ,4, AL. PRAHA Mis 


my G12 on). FRAN) BEAR AL [mvA] 上 所 有 连续 函数 及 其 
不 减 序列 的 极 跟 函 数 全 体 组 成 的 类 则 (No? 中 每 一 个 函数 对 应 
于 唯一 的 Hermite BF FFA FG tJ (NOAA 


E (ty 了 3 + EA att ita? €E I Lev, AM, ] ? 
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则 FA A 0. 

推论 6.3.1 如 果 (是 (一 人， 十 ce 上 的 实 值 单调 增 胡 的 
” 7€S RUB A B E Hilbert 空间 H 上 两 个 可 交换 的 Hermite 有 
FARR ST. ASB, M 

FCAISSCB). 
WEA 不 妨 设 AK BS. 
Fy ote} = Cte 8) Cf Gt) — Ft). 

WU FG, 2.) 220. AEE 6. 3.2 #8 FCA. BOK PCA SCS). | 


AY 
设 Pt, srr t= Da ats? pE H 元 实 系 ey A, rus 
A, 是 Hilbert 4 |i] H 上 的 两 两 可 交换 的 Hermite 有 界线 性 算 子 ; 


m Mi 分 别 为 4 的 下 、 上 确 界 . BART ino MILE PG. 
tod, 易 知 


£ 
> atA Sr Arar) Arr) 20. (6.3.2) 
ERU 


下 面 我 们 指 沿 当 (6. 3. DARA. BH ASS 2 ， 
WE POW AW sete | An 20. FF BA Ais A ARR 
AY 6 

PCA, AO 
RE. 为 此 先 介绍 见 个 引 理 - 

引 理 6.3.3 设 4 为 如 上 的 有 界线 性 算 子 ， 

Gi) # AASA Azn EH, | a | S1, E | Aza 1 > 
Il A i} Gao). MI 

| Atr. || A Cee 1, REN. noo). 

Gi) Æ A 为 Hermite H-F,ASO FH 4 Iz l&n ER 

AT, CAT End | All Goo) 则 对 一 切 自然 数 上 有 
CA rast, ll At. Gero), 
证 明 ”我 们 首先 证 明 下 述 结果 ， 
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ds || Ax, | ~ |] A Il Gres, I x, Il <1) HERR || A n IL 
| 4x 一 20). 事实 上 ， 
LAŽ Axx, || A* Ax, | <i a ll?. 

MT || A* Az, || > I A l| ?Ci 00). 于 是 

|| Ax, || =CA2x,,A%x,) 7 = || At Ax, | > |] A iioo. 

现 设 对 于 下 一 1 已 有 

| Atta, |] ANT, Geo). 
REAR F & IPE || A*r > | As Gro). TR AMD. 
A ` 
m5 ATE, | A h. 

WW y <1 A Ay | > WA Tl (noo). BECO T Ay E> 
| A ?, Se BH || At, || > || Al *Gi-e oo). ORE. 

Gi) MOTE . MF 6. 3. 3 得 证 ， l 

E633 PAL AEH 上 两 两 可 换 的 正 算 子 ,并 


HPO st) Bi att RRS IR | 若 对 任意 的 二 
HG=1,2.° DBA 


aAma VT CA Ta Ds 
则 O PAA Imo IA eos 


; 

Gi) -4 2a lal + WA; Wee Ag | SKPC AD 

证 有 明 O Ra EH, | ail <1 使 得 

(Apri? ef? | A; I]. moe f= 1.2.00). 
由 引 理 6. 3. 3 知 
CAs a? ya? | A; UP. Gre oo). 

故 对 于 (6.3.2) 式 两 边 取 极限 (以 P RE a), SR oo f 
PC | A, | cers W An I 0 20. 

Gi) Wom {s= sst sS) pa 0). 则 
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PEA AD = Ladin At > aApe At 
. 7 
> Qa, A fl WA, Wd. (6. 3.3) 
x 
在 (6. 3.3) 式 两 边 都 加 上 之 a, |A We A SZ a8 


P(A, A) Da, A, | ue |] Ay az 


EPE) A; |] ors A, OIE. (6. 3.4) 
由 人 6. 3. 3) 及 (6. 3. 4) 得 


2P CA, Ag) + Ba, jA, ia An js 


>a | Arle A, >, 
即 


È 
PA ADS E D Jad ， | Are A, oe 


定理 6.3.3 HEH. | 

引 理 6. 3.4 BEA, A, 是 可 分 Hilbert 空间 五 上 两 两 可 
换 的 Hermite 有 界线 性 算 子 . # dim(KerA D) <+ H A 为 紧 算 
子 , 则 存在 一 个 西 算 子 U 使 得 0* AU 都 为 对 角 算 子 ,其 中 i=1， 
Bau gh. 

证 明 ”在 我 们 的 证 明 中 ,要 用 到 下 而 两 个 事实 ， 

[IJ]r9 若 4, 下 是 召 上 两 个 紧 算 子 , 则 ma 一 ms 的 充 要 条 件 
p GEHA T U 使 得 U* AU =B, HP mala) = dim {Ker (A — 
AI); AEC. 

[1] 设 B,…,B, EH EPPA PRAY PEAY Hermite # 
FUERAT U 使 得 U0' BV 都 为 对 角 算 子 . 

出 于 A HES FMA AA A, 的 一 切 特 征 值 组 成 的 
BA HHA ORO) AAG EA UR A BBN n 令 
-五 为 如 下 的 准 对 角 算 子 : 

B = CAP diag (Ol, sAm tt Ada) s 
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FL no =dim (KerA))<+00,1, RR nis 维 空间 上 的 恒 等 算 子 . 可 
DL ma =ma- Ahl ] 存 在 西 算 子 U, 使 得 U7? AU. SB. 由 于 

UT LDLT AU = UY AU WY AU). 
则 知 

UF AQ, = Cb diag (CY? CE? oo CO ed. 

其 中 Ct? 是 有 限 秩 算 子 , 并 且 

CPCP =CP CH 7, 71,2,°0 a kSOL1L 2a. 
由 上 1 J 存在 西 算 子 &; 使 得 @ CP OQ. BAN ARF = 2.3.0, 
nik=0, 20 A 

U= Cif diag Q Rh Qi O MUSU Ue 
MU AL BANHART- HHU ABRY O W5 6344F 
证 ， l 
定理 6.3.509 UE Aot A Enar Hilbert la] H 上 两 两 可 换 
的 Hermie 有 界线 性 算 子 , 且 Aoro HRAT- EHV nE 
HA 


b 
之 aC Aba 0) )* Art) 205 (6.3.5) 
s[=0 
其 中 @,ERys= Cl" $n) [s] =s Hee Fs 200 一 2 


$ 
则 之 a Ape Ag 20. 
s|=0 
证 明 O 设 dm(KerA1) 之 十 oo, 由 引 理 6.3.4; 存 在 西 算 

FTU {E 

CF" AU =diag {Ans Aget > A {i= I ye on). 
R H MRE dE le IRV HEA, 

Yi T Da yyer =Uy,, G=1 yas vue an? 和 

有 (6. 3. DRAS 

P 

SS aU Apy yO) CU AU yur ya) 20. 


is] =9 


即 
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£ 

a 
Da. Cah ly [P+ ++ Ath d Vim |B ee de CAR | yw JE ee | 
<0. 


EEA 取 yl11 一 Yur Ya = Yo S= ya = 1s AR y= 0, M 


b 


Da Aint yD， 


同 理 可 适当 地 选取 为 使 得 
ft 


之 | 
To 
由 此 可 得 


» 
2 a CU” Ap Age AUY y) 
于 | 20 


= 2 a Caines lya [ho bakin lyu H) 


=O, 
即 
Ea 
> av 
ls] 一 总 
Gi) dim(KerA,) =o. H AS =A,, AH 
H=KerA,Q@range(A)). 
对 于 下 面 的 算 子 


全 sara An Ap 


UEV rE ranget), 我 们 有 


( Sa, Ap Apes 2) z0. 


Isl=90 
RAE SRE. 若 定 理 对 = 一 1 个 算 子 成 
ap. MY rE Keerd 有 


( Sa, Ale Apa, a} ==0. 


jat=o 


再 由 KerA, = (ranged + 0 41, SHER cH 有 
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P 
| Yla Apo Arznr) 20. 
n| =0 


故 定理 6.3.5 获 证 | | 
注 记 1 若 定 理 6. 3.5 中 条 忻 (5. 3. 5 RAH: 


£ 
N . 
Da aa, rey ire CA, TO oC i, 
则 


Pty ot d= th t [mis] 

事实 上 ,我们 只 要 利 月 引 理 6. 3.5 H7. 

513 6-3.5 设 4 为 召 上 的 Hermite 有 界线 性 算 子 ,m, i 
Sy Rig A HT. LAE. Am <OM. 则 对 Y E On MOTE DOE HA, 
| xo ll =1 4848 (Ages cos. 

HEAR 取 >0 {4g ae tec M—e.2,.0,€ H. ER |l a l 
= |æ || 51, cAr r Sm te Mae (Ar, r). M) rAr 6 
EC). 否则 |3|= 一 1 A 

M— etArs ra) = (Ada), 82,) = Arnar Simt e. 

FR. 令 


1 rit dz + Ad Te 
SA =| A Trade Tt iz 


则 fC 是 59,1J 上 连续 函数 且 FCO) = (Azz 22). f= Ar., 
xy). 由 介 值 定理 存在 1.E& 501 使 FO IH RSH Chri FO 
jxzsy || az 十 (1 一 zzz| 即 可 : 喜 引 理 6.3.5 证 毕 - | 


F . 
注 记 2 h D a, Ahe Ap 0 未 必 保 证 (6. 2. 3) 成 立 ， 例如， 
取 H =span {eise} ser len $ 4 五 一 再 使 得 :Alel 二 一 6 »Ayes= 
0, An HH 4845 Ase, =0, Are = ez. 则 A,A,=A,A,;=0,(8 
CA- ej se) CAge2 en) <0. 
利用 引 理 6. 3.1 及 定理 6. 3.1 的 证 明 方 法 可 以 得 到 下 面 的 定 
理 6. 3. 6E, 
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定理 6.3.6 设 Plr,y) 是 二 元 实 系 数 宕 项 式 ,并 且 Ptzx,y) 
在 闭 单 位 圆 盘 4 上 非 负 , 4 为 Hilbert 空间 呈 上 任 一 真 压 缩 算 子 - 
ZA ASAA’, W 
P(Re A, Im A20. 
证 明 HF ray> FAL. 对 于 尾 一 面 定 的 y 扣 
($1.1), 9-1 ¥ Sev —- YM, Pz. WBA PRK 
x AOS Mist 


Play D gly Cr tV1—y O/T 2" 


n=O 


HP cn > 0, 是 一 自然 数 满足 


| SILAS ES eee 
rp max) 1+ 4lIm %4.Gp | ’ 


p 是 Plz,y) 的 最 高 次 数 , 并 是 {XCy)} 是 方程 Plz,y) 一 0 的 一 切 
WE: Ren EL- viZ yv IS] Im 74.6940 A. B 
若 存在 一 列 yE 《一 1,1) 使 得 Im Ys Yn? 0 (nco), H. 


—V 1—1 Re Yr O SV 1— y 


AGEL yur yolan) 9%, C). M Im B=0, =N 1— ¥<Re 8 


<vV1l—yt, H PCB yy) =0. KE Psy) >0 FAET BA 

CBIY (Cy) | 412 V1— 372? 
4 |Im ¥,Cy) | 

当 rN 时 ， 对 一 切 yEC 一 1,1)， A ca 0 t1 


r 


Plz = D enO at ITF MAR)", 


A 


NE= sup $ -max {1+ |<teo, 


-i<y= 


从 而 
1 Vs = 
: 一 一 一 = 一 一 ,二 2) 一 一 一 一 | 
Ptxr.y) aya! 之 ¢ y iis 
a — f — 
& yar y 则 xz= 兰 1 sa D, 并 且 


1 一 多 一 艺 
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Vi-y*tu~1) (= g , 
P u+] 5 2 = 2 2G 
由 ”> 户 知 上 式 左 边 ze 的 系数 是 > 的 连续 函数 于 (一 1,1) 上 ， 故 
cly) 是 (一 1,1) 上 的 连续 函数 ， HE eao h AlE, 


| Im All| < || Al <1, 网 cdIm AXSO. Ba I- Um AVS 
(Re A)’ Bq) — Cm A)?)3 = +Re A. BA ASAA WIRE A 
与 Im A 可 换 从 而 

P(Re A,Im A) 


r 


= >) ,(Im A)(Re A+ U — Cm ADEI 


[Cr 一 (Im APII — Re AY 

为 正 算 子 . 故 定 理 6. 3.6 证 毕 . | 

推论 6. 3.2 Af NBALHERBR. ASC: eo, 
WEH 上 任 一 正常 的 真 压 缩 算 子 4 有 Re A TIm A) 20. 

利用 推论 6. 3. 2 可 将 函数 论 中 许多 不 等 式 直接 转化 为 正常 算 
子 不 等 式 ， 

Gl 6.3.4 ‘ee EAE 4 ART RB eC) 1 <2. 
则 有 下 列 Carathéodory 不 等 式 

Ig w Ka |e) ad lj EA 
HORS Fylg wD a ltl pe reti 则 
Fir, ypy L0 HEF yE ry 的 连续 函数 .于 是 ,利用 推论 6. 3. 2， 
对 互 上 任 一 正常 的 真 压缩 算 子 4, A FCRe Asim AD<0, WA 
Cg (A) (A)? UA’ 4 一 [十 你 4) PASO, 

从 而 


le (ay = Vy (Ay) | <r 


i— Al? 
(6, 3. 6) 
这 样 , 我 们 就 得 到 了 Carathéodory 不 等 式 的 算 子 化 . 这 个 结 


[8 6. 4 SEEPKRERRBAT SS 243 


果 的 直接 初等 证 明 可 见 引 理 4. 2;2 或 L13], 并 且 在 L13] 中 指出 不 
等 式 (6. 3. 6) 不 能 加 强 为 


i— |} ead |? 
Ie CAD I< ate C6. 3.7) 


为 了 说 明 (6, 3. OAR RAL RATS E 


re) 一 -全 GTz 一 VE A. 


S| ec | <1@ CA). UA OW Hilbert 空间 ;其 标准 完全 正 交 系 
Weep tea. BM H Lae ARS AH OH 使 


> 
Ae = Fie Ae = — E JD. 


BRA A=AA* =F], || (A) SEY UHA Aa HE 
以 及 
— Di i cr 22 
tew talal Pe | G-2A el] +3 


2v 5 _ 49 _ 3 
=- RA! I] pead i *. 


从 而 得 到 与 (6. 3. 77 相 反 的 不 等 式 . 


86.4 


多 变量 分 次 交换 压缩 算 子 函数 


为 了 回 管 3 6.2 最 后 提出 的 问题 ,在 这 一 节 我 们 先 对 多 变量 
分 次 压缩 算 子 多 项 式 进行 讨论 ， 如果 我 们 限制 多 项 式 为 齐 次 多 班 
式 ,那么 我 们 只 须 考 虚 分 次 压缩 算 子 齐 次 多 项 趟 的 情形 ,而 对 于 J 
个 变量 的 一 般 多 项 式 ,其 讨论 可 由 J 十 1 个 变量 的 齐 次 多 项 式 的 
讨论 得 到 . 在 此 基础 上 我 们 将 给 出 多 变量 分 次 可 交换 压缩 算 子 录 
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数 的 von Neumann SEM . 
TW 6.4.1 BiHan ECZ ot Z) EZK Hilbert 空间 序 
列 . Hilbert 空间 H 称 为 分 次 Hilbert 空间 , 如果 五 CHL AE 
XEM BH OH... H 上 的 个 算 子 工 是 分 次 的 ,如 果 对 于 所 
n TCH a. 
MT 个 变量 的 多 项 式 P 定义 其 von Neumann 范 数 : 
| Pil s=sup I PE eTO No (6. 4.1) 
其 中 *sup” 遍 取 复 Hilbert 空间 上 所 有 J 个 可 交换 压缩 算 子 1， 
e TT 
根据 定义 6. 4.16 FRAT ASP BY RA , 
命题 4.4.1 设 己 是 齐 次 和 多项式 , 则 
[PW w=sup | Py TI. (4. 4, 2) 
其 中 “sup” 遍 取 复 Hilbert 空间 上 所 有 J 个 可 交换 分 次 压缩 算 子 
Tore Tyr 
WEAR ToT BH Hilbert SK LARS 个 可 交换 
压缩 算 子 . YT mG H, =K, 48T; =T; BER H Han 


一 个 映射 MTOTO EAT RAD KER F - 如果 忆 是 次 数 


为 d 的 齐 次 多 项 式 ; WPT TRAE H. 上 时 ,可 看 作 是 
已, 到 五 ss 的 一 个 映射 .因为 =O, 是 一 正 交 直 和 ,所 以 


IPE ED N= hPa TD 

有 从 而 命题 得 证 ， I 

下 面 我 们 给 出 一 种 相当 具体 的 情形 ;并 且 以 后 作为 一 个 标准 
ER., BET, 取 为 独立 的 交换 位 移 算 子 . 对 于 每 个 多 重 指标 a 
= (apan HP aE Z ,构成 一 个 基本 元 ee Fea Treo HF 
ORES EHR HET =T- Ty. RH, X le la| =n) mat 
isk. BB 

H,=span {e,; la| =7}> 
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J 
其 中 jal= Lia, 为 指标 的 长 度 . MT, A= @ H, 上 的 分 次 
RRT. HE RIE H 上 的 一 个 (可 能 是 退化 的 ?几何 : 对 于 
上 面 定 义 的 五.。 有 一 预 肉 积 (。,，)， 使 得 每 个 7 是 压缩 算 子 , 即 
《让 sa 一 《了 20 xGH,:¥ js 
Hive rep =l, 
命题 6.4.2 设 了 是 次 数 为 4 的 齐 次 多 项 式 . 则 
WP Wwesup! X} Paess D} Peda)? (6.4.3) 
其 中 "sup” 取 所 有 可 能 的 几何 . 
证 明 : (RUE oen T E K=DK, LAS PRE RH RA 
次 压缩 算 子 . 则 
| PPT = sup I PO Tie lx 
Ay K-OK, 是 正 交 的 ,所 以 我 们 只 需 考虑 e 在 天 的 一 个 "性 
级 ”的 情形 . RE RARER ee Ke 我 们 定义 ee 一 Te 并 且 
K, EHARA, a Dat 
leases? 《ee 1 e)p. 
容易 验证 下 面 等 式 成 立 : 
LPO TD I =h 05) Paea DY Poe ya) È- 
从 而 
I PSsupf (D Paea Puede)? (6.4.4) 
另 一 方面 ,要 证 明 其 相反 不 等 式 ,我 们 只 须 扰 动 几 何 ， 
Cl +e) Ce. sen 30 = tees) | ed, (20), 
使 得 H 为 真 分 次 Hilbert 空间 . 则 
(JPe D Peite }P.\?S C1 +e} PI i 
A e+ 0 得 (6. 4, 4) 的 相反 不 等 式 . 故 (6. 4. 3) 式 成 立 ， 
定义 6.4.329 B H= P H, 为 单 边 分 次 预 Hilbert 空间 ， 
nent 
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FH RAD RERA T POSE 


H; fy 4, 


H, >H, >H, >H; >n, 
一 个 预 内 积 的 扩张 是 指 在 号 ,五 上 定义 一 个 比 已 给 预 内 积 更 
大 的 新 的 预 内 积 使 得 7; 在 新 的 预 内 积 予 仍然 是 压缩 算 子 (并 且 在 
无 穷 维 情形 H, EAZ 一 个 最 大 扩张 是 指 此 预 内 积 不 能 再 被 
扩张 . 我 们 也 称 此 为 最 大 几何 . 

最 大 准则 RVW 是 两 个 有 限 维 预 内 积 空间 ,并 且 T; V— 
WOU RRERMR FT - WK: 

KiS lvm EV .ToT jw (Vw),} 
{ey EV (T Tow (or tv Y veV} 

ET 的 等 距 子 空间 ,并 且 W 上 的 一 预 内 积 是 最 大 的 当 且 仅 当 
W727 CK FER W. 

证 明 ik FCW’ 40. 我 们 设法 利用 

(Crus tg) lte s hg we FEE Ce Elw) (6. 4.5) 
PEW 上 的 预 内 积 ,其 中 z PR ERM. 由 最 大 性 ,至 少 存在 一 
个 j(1 志 j 志 四) 使 得 工 ;不 再 是 压缩 算 子 ,好 
(Vv ToT joru tE CT ECT 02) 
不 是 非 负 定 的 . 设 r; 是 对 应 于 
{ov tv avy T ie Tal 

的 rA W minnt ¢ TI =0. RUE E j EET AKR 
gas ea F(T CK]. Bits BR BEM U iTAK RKR W- 

反之 ,如果 不 具 最 大 性 , 则 存在 W 上 如 66.4, 5) 式 定义 的 压缩 
算 子 . 因此 ,minz(&。T)>0 并 且 6 零 化 所 有 TCKi) 著 后. | 

由 最 大 准则 可 得 下 面 的 推论 ,其 证 明 见 [42]， 

it GVW 是 两 个 有 限 维 预 内 积 空间 ,并 且 T:7 一 由 (1 
<K<jX/D BRERBRF . WRW=span{ UT, V} WE 
W 上 "新 的 ?最 大 预 内 积 强 于 " 旧 的 ” 预 内 积 . 

定理 6.4.1 H= OH. 是 具有 分 次 压缩 算 子 T; 的 单 边 
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分 次 预 Hilbert 空间 . 假设 对 于 所 有 nE Z+ dim(H,) <ooH A 
二. 一 span (Uj 74C). 则 最 大 扩张 存在 . 

证 了 明 连续 应 用 推论 到 不 同 的 位 级 Ha> Harisn 一 0,1,2， 
a, I 

定理 .4.2 设 J=2, 并 划 最 大 几何 为 标准 框架 意义 下 的 . 列 
TT, RBA. | 

HERA ”关于 位 级 进行 归纳 , KK, AT; 的 等 距 子 空间 . 
由 最 大 性 : 

H,=span(T, Ko.) UTK). | 

但 M =T CH OT: (Ho CR RATER AD BRAT) M Ta FE Ho 
上 必 是 等 距 的 . BGR ETE, 上 也 是 等 距 的 ,我 们 证 明了 在 
五 ,t+ 上 是 等 距 的 .同时 也 证 明了 T: 在 五 ,+ 上 也 是 等 跷 的. 

HECH m 则 由 最 大 准则 

= 二 TT 
其 中 gE Ka 1d? 即 T (8—6) Tfn 于 是 ， 由 了 和 T: 是 独立 的 
is. WE TCH, PR EEST 且 名 一 了 ?9 Alk. H e E 
Kao BDE 
CTT aT Tn) = bbe Tai = i. 
另 一 方面 ,由 于 3?E 天 ,以 及 归纳 假设 ,我 们 得 
Enp = Tap Tip = gq. 
Ah yE K. o URARR RNG 
p S= T pT 

Aik. Tape K.a At ESS HTE Kari fC Aw HER 
的 ,所 以 7 在 A LEERI. 故 定理 6.4 2 EE. 

一 个 几何 称 为 是 等 距 的 ,如 果 算 子 Toe 均 为 等 距 的 . 

定理 6.4.3 对 于 一 个 等 中 几何 ,我 们 有 

| PCT Py) sap [Pee 127)1. (6.4. 6) 
WA AAT 是 等 中 的 ， FRA (earereste? = bey sepe Mee 1%) 
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是 关于 a 一 的 函数 . 设 C 忆 是 由 多 重 指数 (aa 构成 的 可 加 


群 ,其 中 aE2 HU amo. 则 在 G 土 存 在 函数 Pp 使 得 
pla —b) = (asip) as 


F 
其 中 4,660,= {Car ar EE, jad), 很 明显 ;PP 是 G 
LHW EG RH. BEL. ORE ACH ARERR e 使 得 对 
所 有 ac F MFA) AH a, +c,20. 则 对 于 dE lel Fes 
Pa, 从 而 


™ — > j — -> 
L a apla —b)= a, rl Cate Erte rae Ù. 
a pE F a fe 


由 Bochner 定理 , 则 ge) 一 A (4), 其 中 是 GC 上 的 一 正 测度 . 显 
然 ， 


lel w= he (M =O) = Ceose =1, 
TE 
< Di Patas D Pea = 2 P,P, p Ca — $) 


= | IPG) dnz) 
<P We. 


因为 G EU 的 子 群 ,所 以 G BT 的 商 . 由 于 了 ET WAKE 
项 式 . 因此 ,| Pl 可 作为 另 一 函数 的 提升 ,同时 1PT 也 是 G 上 的 
BA- 故 定理 6.4.3 得 证 . 1 

利用 命题 6. 4.2, 定 理 6.4.2 以 及 定理 6. 4.3, 我 们 有 下 面 的 
推论 . 

推论 6.4.1 如 果 忆 是 齐 次 多 项 式 , 则 对 于 妃 上 的 一 对 可 换 
压缩 算 子 T1, 了 ,我 们 有 不 等 式 

lotr, Toll < sup IP zu) \. 


hey Sd 


下 面 ,我 们 给 出 一 个 更 一 般 的 结果 . 由 于 证 明 较 长 ,此 处 略 
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去 ,读者 可 参见 [42]. 
定理 6.4.4 BIRT SS) RT: BH ORS 
d 一 1) 上 是 等 距 的 . 则 对 于 所 有 4 次 齐 次 多 项 式 P 均 有 
l PT oTo Sevsup |P Cergy) j, 


我 们 已 建立 了 两 个 交换 压缩 算 子 函 数 的 von Neumann 定理 
《定理 6.2.1). 但 对 于 三 个 惑 更 多 个 交换 压缩 算 子 函数 该 定理 不 
Ai. 由 Crabb 和 Davie" HM BIA BIE. 设 J 一 3, 互 是 
8 维 空间 ,其 基 为 : 

erfisfir lsrgirg Bash. 
定义 算 子 如 下 : 
Tes fil if =—givG=1,2.3), 
Tf 一 gir G’ jk BRD, 
Tig ;7=6ijhoTh=0. 
易 知 T T oT: 是 可 变换 压缩 算 子 ,并 所 


Ti=Ti=T3=—Ty7 7, (6. 4.7) 
是 范 数 为 1 HRT. 设 
Play taste) = zi bat 23 brr (6. 4.8) 


从 而 ;由 (6. 4.8) 及 (6.4,7) 式 可 得 ; 
PT eT TOSTI ATAT 31h: 
一 673. 
EE. RITE 
l iTi TaT) Il p=. 
BR, |e! <6. FAM | pl -一 6, 则 存在 模 为 1 的 复数 n. 
Trg 使 得 


由 此 可 得 


(—2,2;2;)' elie 


即 得 一 1=1. F. Ae ie <6. 由 此 得 到 
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pT TT > Up los 
从 而 定理 6- 2. 1 不 成 立 ( 关 于 J=3 的 情形 ). 
利用 上 面 的 讨论 以 及 定理 6. 4. 3, 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 6.4.5 设 了 上 是 4 上 :vs3) 个 变量 的 解析 函 数 ,并 且 
对 于 zeHCa ZEA, | Players) (SL. 则 对 于 一 个 等 距 几 
何 ,我 们 有 
IFE TT | <1. (6.4. 9) 
证 阴 AA SC HCA). PUR Bt 
fiz)= > Ay we SE E A. 


Be yay 


于 是 ,由 性 质 6. 1. 2, 我 们 得 


FTI 2 ay THOT Hs 
alin 
其 中 了 ,… Ty 为 等 距 的 . $ 
CR DE Baw etter 
t Ee el 
HH n= Cy a EN. 则 
SPS D ayy Tee Ty. (6. 4.10) 
vyt y ad 


另 一 方面 , 由 于 J 个 变量 的 一 般 儿 项 式 的 运算 结果 可 由 了 十 1 个 
PEARS MAA ARS. 于 是 ,由 (8.4.10)， 不 等 式 
(6. 4. 6) 对 于 一 般 多 项 式 同样 成 立 . 于 是 ,由 6. 4. 10)，, 我 们 得 
ll 5,42) | <sup]S, Giz) |. 
2 n> t00, Hl nj Foi) WS 
| FT es Ty | sup |S (zs ry? [Sl 

即 56, 4. DAR- l 

定理 646 设 卫 是 4 上 .1Cz32) 个 变量 的 解析 函数 . 对 于 


parat i . 
M(r) =niax| f(e) | == C214 “ee PEFD) EA, 


[36.4]  * $ERTARAAR ET 251 


aS 
Mtr)=max | FAT fl Ostrsil, 
ALP “max " 取 所 有 可 能 的 等 距 几 何 - 
定理 6.4.7 Bog REHA HA f=—ch.HtAWMA c= 
Czy sete EAC), [AGL <1. MHE- BLA. RATA 
BD) gD BIT) f(T), 
he P) I WALCO I. 
定理 人 和 4.8 BFR ANER—BRA MA. E 
z=0 ARARA A LA ROP AA ce = (eet ey EAI 3), 
[PCOS ME SRL. RATA 
FT TAPS ETT 
定理 6.4.6.6.4.7 LAR 6.4.8 89 iE BAS) Sil Ss ee OG. 3.2, 
6.3.3 AR 6. 3.4 的 证 明 类 似 . 在 此 不 再 重 述 . 
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266 重印 后 记 


本 书 发 行 不 到 半年 就 脱销 ， 出 版 社 决定 重印 ， 这 是 我 没有 预 
料 到 的 。 我 很 受 勤 舞 ， 现 在 借 重印 之 机 将 初版 中 一 些 文字 上 的 错 
漏 加 以 订正 、 修 改 , 但 整体 内 容 和 叙述 仍 保持 原貌 未 作 更 动 ， 县 
请 专家 、 读 者 不 音 赐教 。 
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